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RÉSUMÉ. Nous donnons de nouvelles versions effectives du théorème des périodes de Masser 
et Wiistholz. Nos énoncés sont totalement explicites et permettent de raffiner les applications 
aux théorèmes d'isogénies elliptiques. Celles-ci entraînent à leur tour la résolution du problème 
d'uniformité de Serre dans le cas des sous-groupes de Cartan déployés, en conjonction avec les 
travaux de Bilu, Parent et ReboUedo. 

Abstract. We give a new, sharpened version of the period theorem of Masser and Wiistholz, 
which is moreover totally explicit. We also présent a new formulation involving ail archimedean 
places. We then dérive new bounds for elliptic isogenies, improving those of Pellarin. The small 
numerical constants obtained allow an application to Serre's uniformity problem in the split 
Cartan case, thanks to the work of Bilu. Parent and ReboUedo. 
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1. Introduction 

Dans ce texte, nous revisitons le théorème des périodes de Masser et Wiistholz et ses applica- 
tions aux degrés minimaux d'isogénies entre courbes elliptiques. Notre présentation du théorème 
lui-même diffère des versions antérieures et nous expliquons ci-dessous ce qui nous a conduit à 
cette formulation, notamment en lien avec le lemme matriciel, dont nous utilisons une nouvelle 
version due à Autissier. Nous donnerons ensuite les énoncés ainsi qu'une application au problème 
d'uniformité de Serre qui repose sur les travaux de Bilu, Parent et ReboUedo. 

Dans tout ce texte A est une variété abélienne de dimension g sur un corps de nombres k. 
Pour parler de périodes, nous fixons un plongement complexe a: k ^ C et considérons la variété 
abélienne complexe Aa- obtenue par extension des scalaires, son espace tangent à l'origine et 
son réseau des périodes flA„ ■ 

En 1985 [Mas] . David Masser a démontré une majoration des coefficients d'une matrice de 
périodes en fonction de la hauteur d'une variété abélienne principalement polarisée. La paragraphe 
de son texte consacré à cette estimation portait le nom de lemme matriciel et cette terminologie est 
restée pour désigner ce type d'énoncés. Une nouvelle approche a été introduite par Bost [BoHIBoS] 
en termes de hauteur de Faltings et des versions effectives ont été données par Graftieaux [Grj . 
David et Philippon jDP| et le premier auteur jGa2j . 

Si l'on veut s'affranchir de l'hypothèse de polarisation principale, il est préférable de considérer 
qu'un lemme matriciel donne une minoration de la plus petite période non nulle d'une variété 
abélienne (en une place donnée). Il s'agit donc d'un premier prototype d'un théorème des périodes 
puisqu'il s'agit de relier la norme d'une période (en l'occurrence la plus petite) à divers invariants 
de la variété abélienne (ici essentiellement la hauteur de Faltings). 

Un véritable théorème des périodes, au sens attaché à ce terme depuis les travaux fondateurs 
de Masser et Wiistholz, doit, lui, faire intervenir de plus de manière essentielle un terme de degré 
géométrique. Traditionnellement on l'écrit comme une majoration du degré de la plus petite sous- 
variété abélienne Ai^ de A dont l'espace tangent contient une période donnée uj en fonction de la 
norme de uj et de la hauteur de A. 

Nous utilisons dans nos énoncés la hauteur de Faltings stable hp{A) d'une variété abélienne sur 
un corps de nombres. Nous fixons une polarisation L sur A. La forme de Riemann de munit 
d'une norme hermitienne que nous notons || • \\L,a (les définitions précises de ces objets sont 
données dans la partie suivante). On tire alors de [MW2j l'énoncé suivant. 

Théorème (Masser et Wiistholz, 1993). Il existe une constante c > 0, qui ne dépend que de 
g, [k : Q] et deg^ A, et une constante k > 0, qui ne dépend que de g, telles que 

deg^A^ <cmax(l,/iF(^),||a;||i^)''. 

De plus l'on peut choisir k — {g — l)4^g! et c — co[k : Q]''(deg^ j\^'^+9k constante qui 

ne dépend que de g. 

Nous proposons ici de voir un tel théorème plutôt comme une minoration de la norme de co en 
fonction du degré de Ai^ et de la hauteur. En fait, dans cette approche, la variété abélienne Ai^ joue 
le rôle principal et la variété A initiale est reléguée au second plan. Si nous l'oublions complètement, 
nous sommes en train de dire qu'un théorème des périodes n'est autre que la minoration de la norme 
de la plus petite période w de ^ telle que Ai^ = A. En d'autres termes encore, nous considérons 
le minimum des normes des périodes de A qui ne sont périodes d'aucune sous-variété abélienne 
stricte de A. 

Vu ainsi, le lemme matriciel devient une minoration d'un minimum absolu p du réseau des 
périodes (minimum sur tous les éléments non nuls) tandis que le théorème des périodes vise à 
minorer un minimum essentiel 6 de ce même réseau (minimum sur les éléments transverses ou non 
dégénérés au sens des sous- variétés abéliennes). Bien entendu, ici p < 5 et il ne faut pas perdre 
de vue que la minoration souhaitée de 5 est plus grande que celle de p puisque sa caractéristique 
principale est de croître avec le degré de A. Notons aussi que dans cette approche il est possible que 
6 soit infini : cela signifie simplement que la variété abélienne A considérée n'est pas de la forme 
{A')^r pour un couple {A',uj'). 

Ce nouvel éclairage sur le théorème des périodes présente plusieurs avantages. D'une part, on sait 
depuis Bost que l'on peut exprimer naturellement le lemme matriciel en faisant intervenir toutes 
les places. De manière précise, on note p{A^, L^) la valeur minimale de HcjUl^ct pour uj g ^a„ non 
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nul et nous utilisons dans ce texte la forme suivante du lemme matriciel (qui rafSne les versions 
évoquées plus haut), tirée du travail d'Autissier jAuj . 



Théorème 1.1. Si {A,L) est une variété abélienne polarisée de dimension g sur un corps de 
nombres k nous avons 

— ^ J2 p{Aa,L„)~^ <Uma.x{l,hF{A),\ogdegi^A). 

Ainsi il devient naturel de formuler notre théorème des périodes comme une majoration 
d'une moyenne de la forme X^o- 1/^^ (par, répétons-le, une puissance négative du degré 

de A) et nous constatons effectivement que c'est une telle quantité qui apparaît dans la preuve. 
Conformément à ce qui précède, notons bQ{A„, L„) la valeur minimale de ||a;||L^o- pour lu € 
flA„ \ Ub où l'union porte sur les sous- variétés abéliennes strictes B de A^. Si cet ensemble 
est vide, nous posons 8Q{Aa-^ L^) = +oo. Nous verrons en fait bientôt qu'une quantité b{Aa-^ La-), 
toujours finie et plus petite que Sq^Ao-, La-), peut intervenir. La formulation suivante, forme sim- 
plifiée du résultat principal de cet article, est valable pour les deux variantes. 

Théorème 1.2. Si {A, L) est une variété abélienne polarisée de dimension g sur un corps de 
nombres k nous avons 

1 ^ (degiA)i/9 



< 505^9+6 max(l,/iF(A),logdegi A). 



Un autre avantage, un peu plus technique, de notre présentation, est de mettre en lumière le rôle 
des sous-variétés abéliennes auxiliaires qui interviennent dans la démonstration. On s'aperçoit en 
effet que la condition sur uj n'est utilisée que pour une variété en particulier. Ceci nous conduit à af- 
finer la définition en introduisant pour une sous- variété abélienne B de Aa le minimum d'évitement 
de B noté b{Aa, i^, B) : la plus petite distance non nulle d'une période de Aa à l'espace tangent de B. 
Nous écrivons alors la preuve avec cette quantité et le théorème ci-dessus découle d'un choix particu- 
lier de B en chaque place (techniquement celui qui minimise la quantité (deg^_^ B/deg^ A)^' ''°'^''^^). 
Même si nous n'avons pas d'application pour d'autres choix de B, il nous semble tout de même 
plus intéressant d'écrire la majoration sous cette forme (voir le théorème 14.51) : d'une part cela 
renforce encore les liens avec le lemme matriciel (dont le minimum absolu correspond maintenant 
simplement au choix de B = 0), ensuite nous ne manipulons pas de quantité infinie et donc nous 
obtenons toujours un résultat même si A ne s'écrit pas sous la forme {A')^i et enfin cela affine le 
théorème 11.21 : il est valable avec 

b{Aa, La) = SUp è{Aa,La, B) 
B 

OÙ, comme ci-dessus, B parcourt les sous- variétés abéliennes strictes de Aa- Accessoirement la 
quantité b{Aa,La) (toujours finie) est plus facile à majorer que So^Aa^La) (lorsque celle-ci est 
finie, voir proposition I4.4p . 

Disons enfin qu'il est un cas où théorème des périodes et lemme matriciel deviennent identiques : 
c'est celui des courbes elliptiques. En effet on a toujours p — 8 (autrement dit seul B = intervient) 
et comme toute polarisation est puissance de la polarisation principale le degré n'intervient pas 
(voir aussi le paragraphe 14 . 3 . 1 1 ) . 

Nous pouvons maintenant déduire du théorème ll.2l un énoncé ayant la forme de celui de Masser 
et Wiistholz. Nous revenons pour cela au cadre où uj est une période, pour un plongement fixé crp, 
de la variété abélienne A et nous appliquons notre théorème à la variété abélienne A^^. Nous en 
déduisons alors facilement le théorème suivant, où l'on note k' une extension de k sur laquelle est 
définie A^^ ; on sait que l'on peut choisir [fc' : k] < 3^^^ . 

Théorème 1.3. Si uj 0, nous avons 

(deg^A^)!/^'-^- < 195.929+9[fc' : Q] max (1, /i;^(A), log[fc' : Q]||a.|li,.J. 

Il convient de signaler qu'à l'occasion d'un cours donné à une école d'été en 2009 à Rennes jDa2] . 
David a présenté une version de cet énoncé dans le cas d'une polarisation principale et sans expliciter 
la dépendance en g. En particulier, on lui doit le premier résultat avec une constante k optimale 
(en remplaçant L par une puissance dans le théorème 11.31 on voit que k < dim Ai_j est impossible) . 
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Comme dernier thème abordé dans cet article, nous nous intéressons à l'application du théorème 
des périodes aux théorèmes d'isogénie. Nous nous limitons ici au cas elliptique. Le problème consiste 
alors, étant donné deux courbes elliptiques Ei et E2 isogènes, toutes deux définies sur un corps 
de nombres k, à majorer le degré minimal d'une isogénie entre Ei et i?2. On peut faire remonter 
cette question aux travaux des frères Chudnovsky |CC) (cas d'un corps réel; on consultera à ce 
sujet l'historique présenté par Pellarin dans |Pel| ) mais elle trouve toute son importance depuis 
l'article de Masser et Wiistholz |MW1| qui ont donné une borne de la forme cmax{l, hpiEi))* pour 
une constante c non explicitée. David [Dalj puis Pellarin jPe2j ont obtenu les premiers résultats 
explicites. Ce dernier démontre l'existence d'une isogénie de degré au plus 

10^^[/fc : Q]^ max(log[A: : Q], 1)^ max(/iF(£;i), 1)^ 

Nous améliorons ici à la fois l'exposant du degré et la constante numérique. Etant donné un 
corps k, on note k une clôture algébrique de k. 

Théorème 1.4. Soient k un corps de nombres, Ei et E2 deux courbes elliptiques définies sur k. 
Si El et E2 sont isogènes (sur k), il existe une isogénie entre elles (sur k) de degré au plus 

10^[fc : Q]2 (max(/ii.(i;i),985) +41og[fc : Q])^ 

ce que l'on peut majorer par 

10^^[k : Q]2max(/iF(£^i),log[fc : Q],l)^ 

Lorsque Ei (et donc E2) admet des multiplications complexes, la borne ci-dessus peut être remplacée 
par 

3,4 X l{)^[k : Q]^max (^f{Ei) + ^ log[fc : Q],l^ . 

Si El et E2 n'ont pas de multiplications complexes et si k a une place réelle, elle peut être remplacée 
par 

3583[fc : Q]2max(/iF(£;i),log[fc : Q],l)^ . 

Dans le cas général, ce théorème s'obtient en appliquant le théorème des périodes [TT^] à la variété 
abélienne El x i?| tandis que, pour les deux dernières bornes, les hypothèses supplémentaires 
permettent d'utiliser A = Ei x E2 : dans ce cas, A,^ est une courbe elliptique et le théorème des 
périodes se réduit à un lemme matriciel (de la forme du théorème 11. ip . 

Avec [BiPallBPR] le théorème 1 1 . 41 s ' applique au problème d'uniformité de Serre |Se2] (ci-dessous 
E[p] désigne le groupe des points de p-torsion de la courbe E). 

Corollaire 1.5. Pour tout nombre premier p > po = 3, 1 x 10^ et toute courbe elliptique E 
définie sur Q sans multiplications complexes, l'image de la représentation galoisienne naturelle 
PE.p- Gal(Q/Q) — > Gh{E[p]) n'est pas contenue dans le normalisateur d'un sous-groupe de Cartan 
déployé. 

Signalons qu'à partir de ce résultat et avec des calculs informatiques pour les petits premiers 
[p < po), Bilu, Parent et Rebolledo |BPRj montrent que l'énoncé précédent vaut en fait pour tout 
p ^ {2, 3, 5, 7, 13}. Nous renvoyons à leur texte pour les détails. 

Remerciements. Nous remercions Yuri Bilu, Pierre Parent et Marusia Rebolledo pour nous 
avoir signalé l'application des théorèmes d'isogénies au problème de Serre. Leur commande fut 
notre principale motivation pour obtenir des constantes numériques aussi petites que possible. 
Nous remercions Pascal Autissier pour ses remarques sur une première version de ce texte et pour 
nous avoir communiqué son remarquable lemme matriciel. Nous remercions aussi Mathilde Herblot 
et Guillaume Maurin de nous avoir fourni leurs notes du cours de Sinnou David [Dâ2] . 
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Passons à présent en revue rapidement les ingrédients principaux de notre preuve et les tra- 
vaux dont elle s'inspire. Les méthodes que nous employons remontent pour une grande part au 
séminaire Bourbaki |Bolj dans lequel Bost a jeté un nouvel éclairage sur le théorème des périodes 
en introduisant la méthode des pentes. Ce travail, rendu un peu plus explicite par Viada ^Viâ] . 
apporte l'effectivité de la constante cq dans le théorème de Masser et Wiistholz. Il a eu également 
énormément d'impact sur la manière de présenter la démonstration en conservant au maximum 
l'aspect intrinsèque des données. Il a aussi ouvert un champ d'application naturel à la géométrie 
d'Arakelov. Par exemple, les méthodes de Bost ont permis au premier auteur d'obtenir des mi- 
norations de formes linéaires de logarithmes de variétés abéliennes, totalement explicites, pour 
des logarithmes qui ne sont pas des périodes (en un sens assez fort) |Ga2) . D'un autre côté, la 
preuve de David est extraite de la démonstration générale pour les formes linéaires de logarithmes 
(méthode de Philippon et Waldschmidt fP W ) . A cela rien de surprenant puisque nous sommes 
dans les mêmes conditions : on dispose d'un logarithme lu d'un point algébrique Oa € ^{k) et d'un 
sous-espace vectoriel tA^ de <a- Comme uj G ^(a„)„,-|I nous sommes dans le « cas dégénéré» oii le 
logarithme appartient au sous-espace. La démonstration de Philippon et Waldschmidt fonctionne 
encore dans ce cas mais au lieu de fournir une minoration de la distance du logarithme au sous- 
espace, elle montre l'existence d'une sous- variété abélienne stricte B de A avec uj G tB„ et deg^^ B 
majoré essentiellement comme dans le théorème de David (des bornes pour deg^ B se trouvent par 
exemple dans iPall [GâTl IViI] ) . Pour assurer B — A^^ l'idée de David est de travailler avec A^ dès 
le départ. La sous- variété B ne peut pas exister (par minimalité de A^ relativement à l'hypothèse 
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w € mais la démonstration donne malgré tout quelque chose, à savoir une majoration de 

deg^ Ai^. Cette observation a permis à David d'obtenir en une seule étape la sous- variété A^, sans 
avoir à faire de récurrence sur g, récurrence très coûteuse pour les constantes c et k et qui explique 
leur caractère exponentiel en g chez Masser et Wùstholz. 

Si notre borne du degré de est proche de celle de David, la démonstration n'utilise pas les 
mêmes outils. Elle s'inscrit encore dans le schéma général de la méthode de Philippon et Wald- 
schmidt (cas périodique) mais elle utilise largement le formalisme des pentes de Bost, comme 
dans jGa2| . Toutefois il n'y a pas de méthode des pentes proprement dite. Cette dernière est rem- 
placée par la méthode de la section auxiliaire que le premier auteur a introduite dans [Gai]. Il s'agit 
d'une variante intrinsèque de la méthode classique des fonctions auxiliaires en transcendance. Ici 
l'adjectif intrinsèque signifie essentiellement que nous n'aurons recours ni à une base explicite des 
fonctions thêta de îi'^ {A, L'^") , ni à une base de Shimura de l'espace tangent tA- Outre la clarté 
apportée par cette approche géométrique, la démonstration met en évidence l'intégralité des jets de 
sections qui apparaissent. Cet avantage tactique autorise un paramètre à tendre vers -l-oo (ce qui 
est exceptionnel dans une preuve de transcendance) en éliminant au passage plusieurs quantités 
parasites. Un autre atout de ce passage à la limite est la diminution des constantes numériques. 

En ce qui concerne notre théorème d'isogénie, l'aspect intrinsèque du théorème des périodes sur 
lequel il s'appuie évite naturellement le recours à des modèles de Weierstrass des courbes elliptiques 
(et donc à la notion d'isogénie normalisée) qui apparaissaient dans les travaux antérieurs. Dans le 
même ordre d'idée, Pellarin devait considérer des sous- variétés abéliennes exceptionnelles et exclure 
un cas dégénéré [Pe2| hypothèse 3 page 212]. Nous avons simplifié l'analyse en montrant que ces 
subtilités n'ont plus lieu d'être et que la seule considération de A^^ suffit à extraire l'information 
sur le degré d'isogénie (voir théorème 17.5p . 

2. Préliminaires 

2.1. Polarisation. Lorsque A est une variété abélienne, nous rappelons qu'une polarisation sur A 
est l'image d'un faisceau inversible ample dans le groupe de Néron-Severi NS(A) = Pic(A)/ Pic°(A). 
C'est cette notion qui intervient la plupart du temps dans cet article : par exemple le degré deg^^ A 
ou la forme de Riemann d'un faisceau inversible ample L ne dépendent que de la polarisation définie 
par L. Lorsque nous souhaitons parler d'un faisceau représentant la polarisation nous en choisissons 
toujours un symétrique. Ceci n'induit qu'une indétermination finie car un élément symétrique de 
V\é'{A) est un élément de 2-torsion. En particulier si L symétrique représente une polarisation 
alors L®^ est uniquement défini. Rappelons aussi que sur une courbe elliptique il existe une unique 
polarisation principale et toute polarisation en est une puissance (car NS(A) = Z). 

2.2. Variété abélienne orthogonale. Soit A une variété abélienne sur un corps quelconque, 
munie d'une polarisation L. Soit B une sous-variété abélienne de A. La sous-variété abélienne 
orthogonale de B dans A est définie de la manière suivante : soit ipL '■ A A l'isogénie dans 
la variété duale A induite par L. Soit ^i : A ^ B \e morphisme dual à l'inclusion i : B ^ A. Alors 
B^ est la composante neutre du noyau de la composée 'z o (çi^. On montre alors que le morphisme 
d'addition B x B^ A est une isogénie de degré b au plus 

h°(i3,£)h°(i3^,£) 

— W{ÂT) (^'^) 

(voir par exemple }Be| théorème 3]). De plus, si le corps de base est C, pour toute période cj g fi^, 
il existe wi e fis et W2 ë tels que buj ~ lui + ^2 (voir lemme 1.4 de [M W2j ) . 

2.3. Hauteur de Faltings. Lorsque A est une variété abélienne définie sur un corps de nombres 
/c, nous définissons sa hauteur h{A) de la manière suivante : soit K une extension finie de k sur 
laquelle A est définie et admet réduction semi-abélienne. Soient tt : A — >■ Spec Ok un modèle semi- 
abélien de A et e : Spec Ok — .4 sa section nulle. Notons uja/Ok faisceau inversible e*f^^/ SpccOx 
sur SpecOif . Ce fibré devient un fibré en droites hermitien 'Uja/Ok ™^ SpecO^ lorsqu'on le munit 
pour chaque plongement complexe cr : iiT ^ C de la norme 

V.e^^/o..®.C^H°(A.,17^J, ||.|||^^^^^^:=^^ |.As|. 
Définition 2.1. La hauteur h{A) de A est le degré d'Arakelov normalisé de 'î^a/Ok- 
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Cette définition est indépendante des choix de K et de A. Cette quantité h{A) est celle dénommée 
hauteur de Faltings dans |Boll IBo3[ IGa21 IGr] mais ce n'est pas la convention adoptée par tous 
les auteurs. En particulier la définition originale hp{A) de Faltings [Fa] ne fait pas apparaître le tt 
dans la définition de la norme ci-dessus et donc on a 

hpiA)^h{A)-^log7r. 

La hauteur h{A) est donc plus grande que la hauteur de Faltings originale. Dans la suite, nous 
employons h{A) mais nous avons préféré utiliser hp(A) dans l'introduction pour faciliter l'emploi de 
nos énoncés. Ce choix a l'avantage que les énoncés (majorations) sont vrais pour les deux hauteurs. 
D'autres auteurs utilisent encore une notion différente. Par exemple Colmez jCoj travaille avec la 
hauteur h{A) — {g/2) log27r. Quelle que soit la normalisation, rappelons que cette hauteur satisfait 
au théorème de Faltings [Faj : si (p : A ^ A' est une isogénie alors 

h{A')<h{A) + ^logdeg^ 

ainsi qu'aux propriétés h{Ai x A2) = h{Ai) + h{A2) et h{A) — h{A) (corollaire 2.1.3 de [Ra2| ) . De 
plus la hauteur d'une sous- variété abélienne B de A est contrôlée par celle de A : 

h{B) < h{A) + g log(\/2^h°(B, Lf) 

(voir |Ga2[ proposition 4.9]). 

2.4. Forme de Riemann. Soit A une variété abélienne complexe. D'après le théorème d'Appell- 
Humbert (voir jMut p. 20] ou jBLl p. 32]), le groupe de Picard Pic(A) s'identifie au groupe des 
couples {H, x) où H est une forme hermitienne (linéaire à droite) sur t/s, telle que lmH{Q/^, îIa) C Z 
et X une application Q/\ ^ {z e C \ \z\ = 1} telle que xi^i + ^2)x{^i)^^x{^2)^^ = 
exp(iTT lui H (uj 1,102)) pour tous wi,a;2 G ^a- Lorsqu'un tel couple correspond à L € Pic(A), nous 
dirons que {H, x) est la donnée d'Appell-Humbert de L et la première composante H s'appelle la 
forme de Riemann de L. Celle-ci ne dépend que de l'image de L dans NS(A). 

La forme de Riemann de L est définie positive si et seulement si L est ample (autrement dit si L 
définit une polarisation; certains auteurs réservent l'emploi du terme forme de Riemann à ce cas). 
Ainsi une polarisation L permet de munir l'espace tangent tfi, d'une norme hermitienne notée : 
on pose simplement H^Hl = H{z,z) pour z G lorsque H est la forme de Riemann de L. C'est la 
norme utilisée dans l'introduction et dans toute la suite de ce texte. Elle permet par exemple de 
définir le minimum du réseau des périodes déjà rencontré et qui fera l'objet des femmes matriciels 
de la partie suivante : 

p(A,L) =min{||w||L; w G f^A \ {0}}. 

Ce nombre réel se rencontre aussi dans la littérature sous l'appellation diamètre d'injectivité car 
c'est le diamètre de la plus grande boule sur laquelle l'exponentielle exp^ : t^ ^ A est injective. 

Lorsque {A, L) est une variété abélienne polarisée sur un corps de nombres k et a: k ^ C un 
plongement, nous noterons || • \\l,ct la norme induite par (au lieu de |j • ||l„). 

2.5. Fonctions thêta. Soit L un faisceau inversible sur une variété abélienne complexe A. On 
définit son facteur d'automorphie canonique ai : ÎIa x. t/i, ^ C k l'aide de sa donnée d'Appell- 
Humbert {H, x) : si cj G ÎIa et z g éa on pose 

aiiuj, z) = x(w) exp (ttH{uj, z) + ^H{uj, w)^ . 

Ce facteur permet de définir les fonctions thêta associées à L : ce sont les fonctions holomorphes 
t9: iA — > C qui vérifient i9(z + uj) — ai{uj, z)'d{z) pour tous uj G î^a et z G t^. Elles trouvent leur 
raison d'être dans l'isomorphisme naturel entre H°(A, L) et l'espace vectoriel des fonctions thêta 
associées a L (voir [Mûl p. 25]). 

En particulier, lorsque L est très ample, elles fournissent une écriture explicite d'un plongement 
projectif associé à L : si î^O: • • ■ 7 '^m est une base des fonctions thêta alors l'application z 1— >■ {"ffaiz) : 
■■■ : î?„i(z)) définit un morphisme ^a Pc l'^i factorise à travers cxpA pour donner une 
immersion A ^ PJÎ,. 
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2.6. Changement de base par la conjugaison complexe. Soit à nouveau une variété abélienne 
complexe A. Notons r la conjugaison complexe. On définit A par le carré cartésien : 

Â A A 
□ 

Spec C Spec C . 

Nous obtenons une variété abélienne complexe mais il faut prendre garde au fait que le morphisme 
de schémas f n'est pas un morphisme de C-schémas. C'est en revanche un morphisme de R-schémas 
(entre R-schémas de dimension 2 dim A) que l'on peut également voir comme un morphisme de 
variétés analytiques réelles entre les tores t-^/fl-^ et tp^/Çli\. 

Proposition 2.2. L'isomorphisme f se relève en un isomorphisme antilinéaire df : — )• t/\ tel que 
df(Q^) = fÎA- De plus si l'on métrise les espaces tangents par les formes des Riemann de L et f*L 
alors df est une isométrie. 

Démonstration. Il n'y a pas de restriction à supposer que L est très ample. Notons alors comme 
plus haut 1^0, .. . , i?m une base des fonctions thêta associées. Nous désignons par V l'espace vec- 
toriel complexe conjugué de '■ le groupe abélien sous-jacent est V = tp^ mais la loi • de de 
multiplication par un scalaire est donnée par z • v = zv pour z G C et v € V (oii, à droite, on 
utilise la loi usuelle de ^a)- Pour clarifier nous notons aussi U le réseau ÎIa lorsque nous le voyons 
comme réseau de V. Ainsi V/U est un tore complexe. En outre les fonctions pour < j < m 
sont holomorphes sur V . La forme H est quant à elle une forme hermitienne définie positive sur 
V xV et elle vérifie Im_ff(f7, f/) C Z. De même l'application [/ — > {z e C | |z| = 1} satisfait 
-|- U2)x(mi)~^x(m2)~^ = exp(i7rlmiï(ui,tt2)) pour tous ui,U2 & U. Tout ceci nous montre 
que V/U est une variété abélienne, que {H,x) est une donnée d'Appell-Humbert sur celle-ci et 
que t^o, ■ • • , î^m forment une base des fonctions thêta associées à cette donnée. En particulier elles 
définissent un plongcment projectif p: V/U ^ Pq. Enfin appelons q l'application V/U — >■ A in- 
duite par l'identité V ^ t/\ (qui est antilinéaire). En suivant les constructions, nous avons alors un 
diagramme commutatif : 

V/U ^ SpecC 

A — > Fc — > SpecC. 
Comme les fièches verticales sont des isomorphismes, le carré de gauche est automatiquement 
cartésien et nous pouvons donc identifier V/U à A et q à f. Dans cette identification V — t-^ et 
df correspond à l'identité V t/\. Le diagramme montre encore que f*L coïncide avec p*0{l) et 
a donc pour forme de Riemann H. Toutes les assertions de l'énoncé découlent immédiatement de 
ces faits. □ 

A titre d'exemple nous avons donc p{A,f*L) = p(A, L). 

Dans le cas oîi (A, L) est une variété abélienne polarisée sur un corps de nombres k et a: k ^ C 
un plongement, nous notons a = to a. Alors on a = et = f*L„. Avec la proposition ceci 
nous permet de vérifier que les minima associés aux couples {A„,L„) et [A-^.L-^) coïncident. 

Bien entendu, tous les faits de ce paragraphe sont faux pour un automorphisme C — )■ C autre 
que r ou idc (et donc non continu) et il n'y a aucune relation en général entre les minima de 
{Aa,Lc) et {Aai,L„r) pour deux plongements a et a' distincts et non conjugués. 

3. Autour du lemme matriciel 

Dans cette partie nous donnons plusieurs versions du lemme matriciel au sens donné plus haut. 
Elles découlent toutes d'un nouvel énoncé dû à Autissier [Au) . Notre motivation est multiple : 
d'une part elles améliorent les constantes données dans |DP1 IGa21 IGr) ; d'autre part nous écrivons 
le résultat sans hypothèse de polarisation principale contrairement à ces textes. Ensuite nous nous 
intéressons plus particulièrement au cas de la dimension g = 1 : il s'agit ici véritablement d'un 
théorème des périodes donc c'est une partie de la démonstration de notre théorème principal. Par 
ailleurs, l'obtention de bonnes constantes dans ce cas nous permettra aussi d'être plus efficace 
dans l'application aux théorèmes d'isogénies de courbes elliptiques. Dans un second temps, nous 



THÉORÈME DES PÉRIODES ET ISOGÉNIES 



9 



énonçons des majorations de pentes maximales dues à Graftieaux, qui reposent elles-mêmes sur 
des lemmes matriciels. 

3.1. Théorème d'Autissier et conséquences. Commençons par énoncer le lemme matriciel 
d'Autissier |Au] (voir le § 12.41 pour la définition de p{Aa,Lcr))- 

Théorème 3.1. Soit {A, L) une variété abélienne principalement polarisée, définie sur un corps 
de nombres k. Pour tout plongement complexe a: k ^ C, notons min icr), -y^Tr/Sf;). 

Alors on a 

3.1.1. Donnons une première conséquence de ce théorème pour les courbes elliptiques, qui nous 
servira plus loin dans les estimations de degrés d'isogénies. 



Proposition 3.2. Soit A une courbe elliptique, munie de sa polarisation principale L. Soit 

1 ^ 



a: k^C 

Alors pour tout nombre réel ô dans l'intervalle [3/7r, max (T, 3/7r)], on a 

TTÔ < 3logô + 6h{A) + 8,66. 
En particulier on a T < 6, 45 max (/i (A), 1) et T < 1, 92 max(/i(A), 1000). 

Démonstration. Appliquons le théorème l3.1l à {A,L). En écrivant logpo- — — (1/2) log(l/p^) et en 
utilisant la concavité du logarithme, on a 

îr-il„s.T'<MA) + llog^ avec r ^Y.^,;^ . 



La première inégalité de la proposition 13.21 découle alors de la croissance de la fonction x i— > 
(77/6)2; — (l/2)loga; pour x > S/tt, de l'encadrement T' > max(T,3/7r) > S > 3/tt et du calcul 
3 log(27r^e/3) < 8,66. En ce qui concerne la première majoration de T, on procède de la manière 
suivante. Posons F = 6, 45 et Z = 1. Si T < F, l'inégalité est démontrée. Sinon, comme y > e, on 
a logT < r(logF)/F et donc, par la première partie de la proposition avec ô = T, 

^ 6Z + 8,66 ^, ^, 

^^z .y-3iogy "^"--("(-^)'^)- 

On vérifie numériquement que 6Z + 8, 66 < ttY — 3 log Y et ceci donne le résultat. Pour la dernière 
majoration, on utilise le couple (Y, Z) = (1920, 1000). □ 

Remarque 3.3. Soit t„ l'élément du domaine fondamental de Siegel pour lequel la courbe el- 
liptique Ao- est isomorphe à C/(Z + Tc^Z). La métrique sur tA„ définie par la polarisation La- 
correspond à la norme ||z|p = \z\'^ / luiTa- pour z e C. Pour (o, 6) € \ {(0, 0)} on a \\a + 6r|p — 
\a + br]'^ / luiTcr > l/Imr^ avec égalité si (a, &) = (1,0). On trouve ainsi p{Aa, L^)^^ = Imr^. Par 
suite la proposition 13.21 peut être utilisée pour donner des estimations de T = [A: : Q]~^ J2<7 ^i^Tc- 

3.1.2. Nous allons maintenant nous affranchir de l'hypothèse de polarisation principale du 
théorème 13.11 et en donner une forme plus maniable. Nous étudions dans un premier temps la 
variation de p par isogénie. 

Lemme 3.4. Soient / : A — > B une isogénie entre variétés abéliennes complexes et L une polari- 
sation sur B. Alors p(B, L) < p{A,f*L) < (deg/)p(B, L). 

Démonstration. L'application / se relève en un isomorphisme df:t/^^ te tel que d/(î7A) C Ob. 
Comme le conoyau de cette inclusion est de cardinal deg/ on a aussi fie C (deg /)d/(ilA)- Par 
ailleurs la forme de Riemann de f*L s'obtient en composant la forme de Riemann de L avec df donc 
pour tout X G t/\ nous avons ||a;||/*L ~ ||d/(a;)||L. Nous en déduisons p(A, /*L) = min{||a;||L; x € 
df{flA) \ {0}}. L'énoncé découle alors immédiatement des deux inclusions de réseaux ci-dessus. □ 

Rappelons un lemme classique. 
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Lemme 3.5. Soit {A,L) une variété abélienne polarisée sur un corps algébriquement clos. Il 
existe une isogénie f : A ^ B et une polarisation principale M sur B telles que L = f* M et 
deg/ = hO(A,L). 

Démonstration. On fait le quotient par un sous-groupe lagrangien de K{L), voir |Mu| pages 233- 
234. □ 

Ces lemmes permettent de donner la forme suivante du théorème d'Autissier. 

Proposition 3.6. Soit (A, L) une variété abélienne polarisée de dimension g .sur un corps de 
nombres k. On a 

— ^ V p{A,,L^)-^ <Umsix{l,h{A),\ogdegLA). 

Démonstration. Notons T le membre de gauche. Vu l'assertion à démontrer, nous pouvons supposer 
T > 11 max (1, logg!). Si {A,L) est principalement polarisée, nous raisonnons comme dans le cas 
elliptique avec T' > T > Sg/ir pour obtenir 

ttT q , „ , / .X Q , ( 27r^e 
--flogT<M^) + flog(^ 

Posons 

_ TT _ g log(llmax(l,logg!)) 
'^^^^^ ' 6 2 llmax(l,logg!) 
Par décroissance de la fonction x ^ (loga;)/a; pour a; > e, on en déduit 

ci(g)r<M^) + f log(^ 

Le passage à une polarisation quelconque s'effectue via les deux lemmes précédents. En effet, la 
moyenne qui définit T est invariante par extension finie du corps de base fc. Ceci nous permet 
de supposer que l'isogénie donnée par le lemme [ÏÏ3] est définie sur fc. On a alors h{B) < h{A) + 
(1/2) logh°(A, L) et p{A^, La)^"^ < p{B^, M^)^'^ par le lemme \TM pour tout plongement cr de fc 
dans C. Ainsi de la majoration ci-dessus appliquée à {B, M) découlent les estimations 

c,ig)T<h{A) + -\ogh°{A,L) + ^log' 



2 ° ' ' ' 2 ° V 3.9 

w-x 1, , - 1, , 9, / 27r^e 
< h{A) + - log dcgi A-- logg! + ^ log ' 



2 o 2 2 ° V 35 

< C2 (g) max( 1 ,h{A),\ogdeg^ A) 

où 

_3 max(0,(g/2)log(2^^e/(3.g))-(l/2)logg!) 
""'^^^ • 2 max(l,logg!) 
Pour conclure, on vérifie que 02(5) < llci(g) pour tout g > 1. Pour cela, on peut procéder de la 
manière suivante : on montre l'inégalité par calcul direct si g < 5. Pour g > 6, on a C2(g) = 3/2 
(car 3gg!i/9 > 18 x 6\^/^ > 2TT^e) et ci(g) = 7r/6 - glog(lllogg!)/(221ogg!) > Tr/6- (log 11 + 
21ogg)/(221ogg — 22) (en utilisant log log g! < 21ogget logg! > glog(g/e)). Cette dernière fonction 
est croissante pour g > 6 et supérieure à 3/22 si g = 6 d'où le résultat. □ 

Le théorème 11. Il se démontre exactement comme ci-dessus en utilisant h{A) — hp{A) -t-glog-^Tr 
(le 11 dans ci(g) est remplacé par 14, le tt^ dans C2(g) devient tt^ et C2(g) = 3/2 pour g > 12). 

3.2. Pente maximale. Nous introduisons ici la pente maximale qui jouera un rôle essentiel dans 
la preuve du théorème-clef ci-dessous (théorème l4.5l) et dont l'estimation repose sur une version du 
lemme matriciel. 

Lorsque {A, L) est une variété abélienne polarisée sur un corps de nombres fc, on munit l'espace 
tangent tA d'une structure de fc-fibré vectoriel hermitien notée ^(a.l) ou, la plupart du temps, tA-, 
lorsque la polarisation sous-entendue est claire d'après le contexte. Pour ce faire, nous utilisons la 
structure entière donnée par l'espace tangent du modèle de Néron de A (qui donne donc, dans le 
langage des fibrés adéliques de |Ga3J, des normes en toutes les places finies de fc). En une place 
infinie v, nous utilisons la métrique induite par la forme de Riemann, décrite au paragraphe l2.4l II 
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n'y a pas d'ambiguïté car si cr et ct sont deux plongements complexes correspondant tous deux à v 
alors les normes || • \\l,(7 et || • \\L,â coïncident comme nous l'avons rappelé au ? 12.61 

Lorsque l'on dispose d'un fibré adélique E sur k nous pouvons lui associer à la suite de Bost 
deux pentes : d'une part sa pente (toujours normalisée) 'fi{E) définie page 62 de [Ga3| et d'autre 
part sa pente maximale /Xmax(-E) qui est le maximum des pentes des sous-fibrés non nuls de E. 

Nous souhaitons donc évaluer la pente et la pente maximale de Ia mais il faut faire attention 
que ces quantités ne sont pas préservées a priori par extension des scalaires. Au contraire, nous 
souhaitons ne manipuler que des quantités invariantes par une telle extension. Nous résolvons ce 
problème comme dans le paragraphe 5.1.1 de |Bolj : pour calculer ces quantités, nous ferons toujours 
d'abord une extension de corps de sorte que A ait réduction semi-stable. Sous cette condition, nos 
pentes ne dépendent plus du corps choisi (c'est la même convention que pour la hauteur de Faltings 
stable). 

Chaque fois que nous parlerons de la pente ou de la pente maximale de tA (ou de son dual, de 
leurs puissances symétriques,. . . ) nous ferons donc référence aux pentes de Iak pour une extension 
finie K de k telle que Ak admette un modèle semi-stable. En pratique, ce léger abus d'écriture n'en- 
gendrera pas de confusions car, lorsque nous ferons appel explicitement à la structure hermitienne 
sur tA, nous aurons toujours au préalable fait une extension des scalaires assurant la condition 
de semi-stabilité. Surtout, cette convention nous permettra de donner des énoncés invariants sans 
modifier notre corps de base (et donc nous n'aurons pas à estimer le degré d'une extension sur 
laquelle A acquière réduction semi-stable). 

Rappelons le fait suivant. 

Lemme 3.7. Soit {A,L) une variété abélienne polarisée sur un corps de nombres. On a 

gMtîXIÎ) = - ^ log h°iA, L) + 1 log TT. 

Démonstration. Ceci suit facilement des définitions : voir l'énoncé (D.l) de [Bol] et une preuve 
page 715 de [Gâ2] . □ 

On peut tirer d'un lemme matriciel une estimation de la pente maximale du dual de tA. Un 
énoncé explicite est donné par Graftieaux comme suit : 

Lemme 3.8. Si L est une polarisation principale on a 

AÎmax(t^) < (g + l)/i(A) + 2g^ log 2. 

Démonstration. Voir la proposition 2.14 de jGr] . □ 

Nous passons au cas général par isogénie comme ci-dessus. 

Lemme 3.9. Soient f: A ^ B une isogénie entre variétés abéliennes sur k et L une polarisation 
sur B. Alors 

Mniax {t(AJ'L)) < AÎmax(i(B,L))- 

Démonstration. Après nous être placés sur une extension de corps convenable oh A ei B ont des 
modèles semi-stables, nous considérons l'isomorphisme d'espaces vectoriels àf:tA —> ts- Pour 
chaque plongement tr, l'application (d/)o- est une isométrie avec les normes relatives à [f* L)„ et 
La (voir la démonstration du lemme [ÏÏ^ . D'autre part, d/ préserve les structures entières puisque 
/ s'étend en un morphisme entre les modèles de Néron àe A et B. Par suite la norme de d/ en 
une place ultramétrique quelconque est inférieure à 1. Le résultat suit alors par inégalité de pentes 
(voir par exemple le lemme 6.4 de |Ga3j ). □ 

Nous en déduisons l'énoncé suivant. 

Proposition 3.10. Si {A,L) est une variété abélienne polarisée on a 

/ïmax(î^) < {g + l){h(A) + Uogh\A,L)) + 2g'>\og2. 
Démonstration. Il suffit de combiner les deux lemmes précédents avec le lemme 13.51 □ 

4. Minimum essentiel 
Nous énonçons le théorème principal qui entraîne les théorèmes cités dans l'introduction. 
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4.1. Minimum d'évitement. Soient A une variété abélienne complexe et L une polarisation sur 
A. Soient ||.||l la norme sur l'espace tangent t/\ induite par L (voir 12. 4p et dL la distance associée. 

Définition 4.1. Soit B une sous-variété abélienne de A. Le minimum d'évitement de B, relatif à 
(A, L), est le nombre réel 

5(A,L,B) ;=min{dL(w,iB); £ f^A \ ^^b}- 

Le minimum essentiel de (A, L) est 6(A, L) := supg5(A, L, B) (la borne supérieure est prise sur 
toutes les sous- variétés abéliennes B de A, différentes de A). 

Si B = {0}, on retrouve le minimum absolu 6(A, L, {0}) = p{A,L). Voici quelques relations 
élémentaires auxquelles satisfont ces minima. 

Propriétés 4.2. Soient B, C des sous- variétés abéliennes de A. 

(1) Si C 7^ {0} et si B n C est fini alors on a 6(A, L, B) < p(C, L). 

(2) On a 5(A, Li L2, B)^ > 5(A, Li, B)^ -t- 6(A, L2, B)^ et, pour tout entier > 1, on a 

Ô(A,L^^,B) = VÎV6(A,L,B). 

(3) Pour i G {1,2}, soit (Aj, L^, B^) comme ci-dessus. On a 

6(Ai X A2,Li S L2,Bi X B2) = min 5(A,,U,B0. 

ie{l,2} 

Nous avons toujours p(A, L) < 6 (A, L) mais il n'est pas vrai en général que p(A, L) < 5 (A, L, B) 
(prendre A = E x E pour une courbe elliptique E avec une polarisation produit L = Lq Kl Lq puis B 
la diagonale; on a alors 5 (A, L, B) = p(A, L)/\/2). 

Proposition 4.3. Soit B une sous-variété abélienne stricte de A. Soit b le degré de Visogénie 
d'addition B x B^ — > A. Alors on a /3(B^, L)/b < 6(A, L, B). En particulier on a 

7J^^^(^'^'^)- 

(degL B)^ 

Démonstration. Soit lu une période de A qui n'appartient pas à éb- Considérons liJi,uj2 comme 
au 12.21 attachés à w et à B. On a 5(A, L, B) — à\_{ijo,tQ) — |ja;2||L/b car les espaces et t^i^ 
sont orthogonaux. Par hypothèse, on a llI2 7^ et donc ||i^2||l > p{^^ ^ L) > p(A, L). La deuxième 
inégalité de la proposition découle alors de la majoration b < (degL B)^. □ 



Etant donné une sous- variété abélienne B de A, de codimension t > 1, on pose 

x(B) 



degLB^ 



.degL A, 

Proposition 4.4. Pour toute sous-variété abélienne stricte B de A, on a 

x(B)ô(A,L,B)2 < 2/^3 
(si dimA > 2 on peut remplacer 2/-\/3 par 1). 

Démonstration. Notons t la codimension de B dans A. La quantité 5(A, L, B) est la plus petite 
norme d'un élément non nul du réseau ^Îa/^^b de ^a/^b (vu comme R-espace vectoriel), muni de 
la norme quotient. Par conséquent, le premier théorème de Minkowski donne l'estimation 

5(A, L, B)2 < 72t covol(r!A/riB)'/* 

{l2t est la constante d'Hermite). Le covolume du réseau quotient est le quotient des covolumes et, 
d'après |BePh| . l'on sait que covo1(î7a) est égal à h" (A, L) (idem pour B). En revenant aux degrés, 
la borne de Minkowski donne donc 

i/t 



:r(B)5(A, L, B)^ < 721 



.9! 



Si t = 1, la valeur ^2 — donne la majoration voulue. Si t > 2, on majore {g — t)!/g! par 1/t!. Si 
t G {2, 3}, on connaît la valeur explicite de 724 : 

74 = V2, 76 = 



THÉORÈME DES PÉRIODES ET ISOGÉNIES 



13 



avec laquelle on vérifie aisément que 72tt! < 1. En général, on dispose de la borne de Blichfeldt 
[GLl théorème 2, p. 387] : 

72ttriA<^(t + i)i/t. 

TT 

L'on peut alors conclure en observant que, si t > 4, on a (1 + t)^/* < 7r/2. □ 

4.2. Théorème-clef. Soit {A,L) une variété abélienne polarisée sur un corps de nombres k. Pour 
un plongement complexe a: k ^ C et une sous- variété abélienne stricte B de Ag- , nous avons défini 
ci-dessus une quantité x(B). Nous posons à présent 

X := min{a;(B) ; B C A„} 

qui ne dépend pas du choix du plongement a mais seulement du couple (A,L). Notons d'ores et 
déjà 

(degi A)-'<x<{degL Ay'/a 
comme on le voit avec deg^ B > 1 et x < x({0}). 

Théorème 4.5. Considérons pour chaque plongement complexe a: k ^ C une sous-variété 
abélienne B[a] de A„, différente de A„. On suppose que B[a\ et B\â] se correspondent via l'iso- 
morphisme f : A^ ~ A-^ du § 1^.61 Soient 

/ \ codim Sfi 

5, 5(A„i„,B[a]) et := [-(^^ 
Alors on a 

E (I;) <131,g'^+'a:maxh,MA),logdegiAT^ E logdeg^^ j . 

De plus, si g — 1 ou si x < 1/2141 alors on peut remplacer la constante numérique 131 par 23. 

Notons que la condition sur les B[a] entraîne 8^ — è-^ et = £,-â- La constante 1/2141 qui 
apparaît provient de la démonstration de la conséquence suivante. 

Corollaire 4.6. Etant donné une variété abélienne polarisée (A, L) sur un corps de nombres k, 
on a 

^^<Tr^, E 6(A,,L,)-2<23g25+6a;niax(l,/i(A),logdeg^A). 

Démonstration. La minoration de la moyenne des è{Aa-, L^)^'^ est une simple application de la 
proposition 14.41 (en minorant x{B[a]) par a;). Pour la majoration, observons que l'on a toujours 

^ cr: k^C ^ cr: k^C 

car p{Aa-,L^) < S{A„,Lc). Par conséquent, si x > 11/(23(7^^+^), le lemme matriciel de la pro- 
position 13.61 permet de conclure immédiatement. Dans le cas contraire, on a ou bien = 1 ou 
X < 11/(235^^"'"^) < 1/2141. Pour tout plongement a nous choisissons une sous-variété abélienne 
B[a] de Acr telle que x{B[a]) = x (et donc = !)■ Dans ce cas on a deg^^ B[a] < degj^ A et, par 
définition, 8{Acr, La-)^"^ < è{Aa, L^-, B[a-])^'^ . Le théorème 14.51 donne alors le résultat voulu. □ 

4.3. Premières réductions. Nous montrons ici que, pour établir le théorème 14.51 nous pouvons 
supposer <? > 2 et faire une extension finie du corps k. 

4.3.1. Courbes elliptiques. Lorsque g — 1, nous avons automatiquement B[a] = et a: = x(0) = 
{degj^A)~^. Par suite = 1 tandis que = p{A^, L^). En outre, la polarisation L est une 
puissance de l'unique polarisation principale de A, disons Lq. Ainsi L — et donc 

p{Acr, La-)'^ — (deg^^ A)p{Acr, (Lo)cr)^. Finalement la formule à démontrer se simplifie donc en 

—1- V p(A,,(io).)"' < 23max(l,/i(^),logdegiA) 

et elle découle alors facilement du lemme matriciel pour [A^ Lq) (par exemple la proposition 
suffit). Nous supposons désormais g >2. 
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4.3.2. Variation du corps. Les données (A, L, (B[a])a-: k^c) admettent une notion naturelle d'ex- 
tension des scalaires : si K est une extension finie de k alors on définit {Ak-.Lk, {B[<j'])cr' ■. a'^c) 
en posant simplement B[a'] :— B[(j'\k]. Alors le théorème est invariant par extension des scalaires. 
Ainsi dans la suite nous pourrons faire librement une extension finie du corps k. 

4.4. Stratégie. La démonstration du théorème 14. 51 repose sur une construction de transcendance, 
qui s'inspire du cas périodique de la théorie des formes linéaires de logarithmes. Plus précisément, 
nous utilisons la variante de la méthode de Gel'fond-Baker proposée par Philippon et Waldsch- 
midt [PW| . variante qui permet d'extrapoler sur les dérivations (dans une direction bien choisie) 
plutôt que sur les points. 

Schématiquement, cette méthode consiste à construire une fonction auxiliaire qui est petite en 
l'origine de dans toutes les directions (jusqu'à un certain ordre gT) sauf une (en substance celle 
donnée par un élément qui réalise le minimum Sa-) pour laquelle l'ordre est bloqué k ^ T^^. 
Par le biais d'un lemme d'interpolation analytique (en une variable), on montre alors que l'on peut 
s'affranchir de cette dernière restriction, quitte à remplacer gT par T, ce qui fournit des bornes 
(dites fines) de la « première » dérivée non nulle de la fonction auxiliaire en l'origine. Après 
renormalisation éventuelle, cette dérivée est un nombre algébrique et un lemme de multiplicités 
assure qu'il est non nul. Ce nombre satisfait alors à la formule du produit. La majoration de ses 
valeurs absolues en les places p-adiques du corps de nombres ambiant k conduit par comparaison 
avec les estimations archimédiennes fines à une inégalité brute de laquelle est extraite l'information 
voulue (ici la majoration de la moyenne des (Ço-/ôo-)^)- Considérer toutes les places de k au lieu d'une 
seule avec, en outre, des non nécessairement égaux à 1 est une des caractéristiques originales de 
notre démonstration. 

Nous avons perfectionné ce canevas sous trois angles : (i) nous avons introduit la méthode de la 
section auxiliaire, élaborée dans [Ga4] . qui remplace celle des fonctions auxiliaires, avec les avan- 
tages déjà évoqués à la fin de l'introduction, (ii) nous apportons un nouveau lemme d'interpolation 
analytique, d'intérêt indépendant, qui fera l'objet de la partie suivante, (iii) nous évaluons de 
manière quasi-optimale les rangs asymptotiques des systèmes linéaires avec lesquels est bâtie la 
section auxiliaire. Ces évolutions permettent de travailler dans un cadre plus agréable qui élimine 
naturellement certaines difficultés techniques (par exemple, il n'y a plus « d'astuce d'Anderson- 
Baker-Coates >), tout en conduisant à de bien meilleures constantes numériques qu'auparavant. 

5. Prélude à l'extrapolation analytique 

Dans cette partie, nous établissons le résultat crucial pour extrapoler sur les dérivées dans 
la démonstration du théorème 14.51 II s'agit d'un lemme de Schwarz approché, de facture assez 
classique. On en trouvera par exemple une formulation plus générale dans l'article de Cijsouw et 
Waldschmidt |CW| . Nous avons cependant besoin d'une version significativement plus fine en vue 
des calculs explicites de constantes. Pour cela, nous modifions la trame de la preuve de |CWj de 
trois façons : en premier lieu, puisque nous ne souhaitons extrapoler qu'en 0, nous ne majorons le 
module de notre fonction analytique que sur un petit disque (de rayon 1 au lieu de 25", dans les 
notations ci-dessous) ; ensuite, nous remplaçons en fait ce disque par un domaine plus compliqué le 
contenant (voir figure), pour éviter au mieux les contours d'intégration, légèrement contractés, qui 
apparaissent dans nos calculs de résidus (formule d'interpolation d'Hermite) ; enfin nous estimons 
de manière très précise les extrema du polynôme auxiliaire de la dite formule (voir lemme . 

Voici notre résultat, décliné en une forme brute et une forme légèrement plus faible que nous 
utiliserons plus bas. Si R est un nombre réel positif et si D{0,R) désigne le disque fermé {z G 
C; \z\ < R}, on note la borne supérieure des |/(z)| pour z G D{0,R). 

Proposition 5.1. Soient S et T deux entiers naturels non nuls, e un nombre réel tel que < s < 
1/2 et f : C— >C une fonction holomorphe. Alors on a : 



, /(S*- l)!2sh7r\^, „ ST f shn 



— f^^Hi) 



En particulier, on a aussi 
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On comparera avec [CWl p. 179-180] en prenant 5 = 1, = 25*- 1, E ^ {1-S, . . . , S~l},r ^ S, 
R = 8S qui donne la même puissance 2"^"^"^ dans le premier terme mais au prix de remplacer |/|s 
par l/Iss ; dans le second terme la puissance de l'ordre de Sl'^"^ devient 12-^ ; bien sûr, rappelons 
que nous majorons seulement |/|i et non I/I25 mais cela ne fait que peu de différence lorsqu'il 
s'agit d'estimer les dérivées en 0. 

Commençons par un Icmmc préliminaire. 

Lemme 5.2. Soient S un entier naturel non nul et P — Ylj^i^si-^ ~ ^) ^ ^["^]- 

(1) P{S) = (25' - 1)! = -P{-S). 

(2) Sit&Ret\t\<S alors \P{t)\ > (S - iy.^TT-^\ sin(7rt)|. 

(3) SizeC eimin(|z|,2|z-l|,2|z + l|) < 1 alors \P{z)\ < (S* - l)!27r-i sli(7r). 

(4) Si k e Z et p e R+ alors 

min{|P(z)| ; z £ C et \z - k\ ^ p} ^ min(|P(fc + p)\, \P{k - p)\). 

Démonstration. L'assertion (1) se passe de commentaires. Pour (2) et (3) écrivons P{X) = 
X U'^=i - f) = iS- ly.^X nfji^ (X^/f - !)• On rappelle aussi que 



sin 7rt = TTÉ JJ^ ( 1 ^ J et sh tt = tt ( 1 + — 



3=1 ^ ' 3=1 

La relation (2) se réduit donc à Iljls |1 ~ '•^/j^l — 1 découle bien de |i| < S. Pour (3) nous 
devons montrer |2:|nf=i^ |1 ~ ^^/j^l ^ O^i (1 + Vj^)- Cette formule étant claire pour \z\ < 1 
et invariante sous z i-> — z, nous pouvons supposer |z — 1| < 1/2. Nous avons alors |z||l — < 
(3/4)|l + z\< 15/8 < 2 = 1 + 1/1^ et il suffit donc de vérifier |1 - z'^/f\ < 1 + 1/f pour j > 2. 
En élevant au carré et en simplifiant, ceci équivaut à |z|'' — 1 < 2j^(l + Re(z^)). Enfin nous avons 
1^1^ < (3/2)* < 8 < 2j2 et Re(z2) > car, par exemple, |Arg(z)| < 7r/4. Passons à (4). Si \z-k\ = p 
et X ~ Rc(z — k) alors 

fe+S-l 
j=k~S+l 

Scindons E ^ {k - S + 1, . . . ,k + S ~ 1} en F ^ {j G E ; G E} et G ^ E \ F (chacun 
pouvant être vide). On remarque que tous les éléments de G ont le même signe donc la fonction 
X I— >■ rijGG (-^^ + + '^jx) est monotone (tous les facteurs sont positifs car —p < x < p) et elle 
atteint son minimum en p ou —p. D'autre part, si 7^ 0, on a G -F et 

l[{f+p'+2jx)^p' n iif+pr-^fx')- 

jeF jçF, j>i 

Nous obtenons donc une fonction paire minimale en a; = p et en a; = —p. En faisant le produit, nous 
voyons que |P(2:)| est minimal en l'un des deux points donnés par — p. C'est le résultat. □ 



Démonstration de la vrovosition \57J[ Si S" = 1, l'énoncé est tautologique donc nous supposons 
5 > 2. Notons F = {C € C ; |C| 5} et Fj = {( e C ; |C - j\ = (1/2) - e} pour |j| < S ainsi 
que Q — P'^ avec la notation P du lemme 15.21 Comme dans |CW| , nous partons de la formule 
d'interpolation d'Hermite 

Q{z) 2^7^ Jr QiC) C ' z ^'^.^^sh ^' ^ ^(^^ ^"^ 

valable pour 2 e C vérifiant \z\ < S et \z — j\ > (1/2) — e pour l"S'<j<S'— 1. Nous l'appliquons 
pour z tel que min(|z|, 2|1 — ^1, 2|1 + z|) = 1 : 
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Tracé approximatif de la courbe niin(|z|, 2|1 — z|, 2|1 + z|) = 1. 
Elle est toujours distante d'au moins e des petits cercles. 



Dans l'intégrale le long de F, nous avons \C, — z\> S — (3/2) > S/ A. De plus, les assertions (1) 
et (4) du lemme [Ol avec k = Q ei p = S donnent |(5(C)| > (25' — 1)!'^ ; comme F est de longueur 
27rS', il vient 



1 
2Ï7r 



/(C) dÇ 
rQ(C)C"^ 



< 



Dans l'intégrale le long de Fj, nous estimons |C — j| = (1/2) — £ < 1/2 et |C — z| > e tandis que 
|Q(C)| > min(|Q(j - (1/2) + e)|, |Q(j + (1/2) - e)\) > (5 - l)!2^^-^(cos ^e)^ par le lemme| 
(2) et (4). Comme Tj est de longueur tt — 27re < tt, nous trouvons 



1 
2Ï7r 



5-1 T-1 

E E 

j=l-5 1=0 



ST 



^! ir, QiC) C-z 



< — 1 75 — TTr5 ) niax 

e V (5 — 1)!^ cosTrey jez, |j|<s, £eN, f<T 



2^£! 



Pour obtenir la première majoration de l'énoncé il reste à utiliser |(5(z)| < {S — l)!^-^7r sh(7r)^ 
d'après le lemme W?A (3), et à rappeler que le principe du maximum donne 

l/li <sup{|/(z)|; ze C et min(|z|, 2|1 - z|, 2|1 + z|) = 1}. 

Afin de passer à la seconde formulation, nous écrivons us ~ ^^{S — 1)!^(2S' — 1)!~^. Un calcul 
immédiat fournit us/us+i = 1 + 1/(25) donc us décroît puis us < U2 ~ 8/3. Nous avons donc 

(5- l)!2sh7r ^ 8sh7r^_5 
7r(25- 1)! - 37r 

Parallèlement nous utilisons e = 1/12 et nous terminons par les estimations numériques 



BshTT 
37r 



< 10 



et 



sllTT 



cos(7r/12) 



< 12. 



□ 



Remarques 5.3. Nous pourrions, comme dans |CW| . supprimer à la fois le T de ST/e et le 2^ en 
utilisant X^f^o^ ^ C^^ci n'a aucune influence pour notre application car T tendra vers l'infini 
et seule importera la limite de (l/T) log Pour cette même raison, nous pourrions garder e dans 
la formule et le faire tendre vers in fine. 

En supposant S > 175 le premier terme pourrait être remplacé par 4^"^"^|/|5. Alternativement 
nous pourrions écrire 4(155^^/^4~'^)"^|/|5 en majorant us plus finement. 

6. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME-CLEF 

6.1. Choix des métriques. Soit {A,L) la variété abélienne polarisée du théorème-clef ITÏÏl Pour 
chaque plongement complexe a: fc ^ C, il existe une unique métrique sur L„, dite métrique cubiste, 
de forme de courbure invariante par translation et rigidifiée à l'origine : 0^ L^- — CspocC est une 
isométrie (avec la métrique triviale sur Ospocc)- Quitte à faire une extension finie (voir 
l'on peut supposer que le couple {A, L) possède un modèle de Moret-Bailly {A, C) sur fc, au sens 
suivant : 

• il existe un schéma en groupes A — >■ SpecO^ semi-stable (donc lisse), de fibré générique 
isomorphe à A (ce schéma en groupes est le modèle de Néron de A) , 
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• il existe un fibré hermitien cubiste £ :— (£, (||-||cub.cr)tT: fe^c) sur A, de fibre générique L (le 
terme cubiste signifie que la métrique ||.||cub,(T sur £®cr C est cubiste pour tout a: k ^ C). 

L'existence d'un tel modèle est démontrée au § 4.3 de [Bo2| . Soulignons que la définition de 
fibré cubiste implique que C est rigidifié à l'origine. Pour tout entier n > 1, le fc-espace vecto- 
riel Hn := H°(j4,L'^") des sections globales possède une structure de fibré adélique hermitien 
Hn = {Hn, iW-Wj]- y)v) sur k ; la structure entière est donnée par H°(^, : pour toute place 

ultramétrique v de k, pour tout s e H°(yl, L**") 0k ky, on a 

(1) :=min{|A|,; A G A:, \ {0} et s/A G H°(A £^") <»o. ©4 

{ky est le complété de k en la place v et Oy son anneau de valuation). La structure archimédienne 
de Hn est donnée par intégration des normes cubistes : pour tout a: k ^ C, pour tout s G 
HO(A,L®")(»„C, 

1/2 



H,. 



s(a;)llcub.^da; 



oii dx est la mesure de Haar normalisée sur Aa-. Muni de ces normes, iî„ a une structure de fibré 
adélique hermitien et sa pente d'Arakelov normalisée a été calculée par Bost (voir le théorème 4.10, 
(v), de [BS2]) : 

(2) /î(JÎ„) = --/i(A) + -lof ' ^ ' 



2 ' ' 4 V (27r)9 

Par ailleurs, comme nous l'avons vu au § 13.21 l'espace tangent tA de A possède lui-même une 
structure de fibré adélique hermitien Ia = {tA, {\\-\\L.a)a: fe^c) (dont nous pourrons utiliser la 
pente sans risque en vertu de l'hypothèse de semi-stabilité faite ci-dessus). Il existe un lien entre 
la métrique cubiste et la métrique |1.||l.(t- Si i? est la fonction thêta (voir 12. 5|) associée à s G 
H"(A, L**") (g)o- C alors, pour tout x — exp^^ (2) G ^ct, on a 

(3) ||s(a;)||eub,. = |î?(^)|exp(~|n||z||i^. 



6.2. Choix des paramètres. Soit n un nombre réel > 1 tel que n xn soit un entier. On pose 
T :— [n] + 1. Nous introduisons aussi le nombre réel = (log2)/7r et, pour chaque plongement 
complexe cr: fc '-ï^ C, le réel Scr = (6-\/2 — 8)g~^^a- Nous signalons toutefois que ces valeurs exactes 
ne seront utilisées qu'au paragraphe l6.8l D'ici là, nous n'aurons besoin que de 6* > et < £0- < 1 
pour tout (T. 

Notre dernière famille de paramètres (entiers) est définie par := [so-n] pour tout plongement 
(T. Notons < T. Le paramètre n va tendre vers -l-oo en fin de démonstration. En particulier l'on 
peut supposer que T,n et les Ta- ne sont pas nuls. Le choix de x assure le résultat suivant. 

Proposition 6.1. // n'existe aucune section non nulle de H°(A, L*^") qui s'annule à l'ordre gT le 
long de tA en Qa- 

Démonstration. Dans le cas contraire, le lemme de multiplicités de Nakamaye jNaj assure l'existence 
d'une sous-variété abélienne A' de A, avec A' ^ A et A' définie sur k, telle que 

rpg-diraA' deg^ A' < 

(deg^ A)n3~^^'^^ . En écrivant cette inégalité au moyen de x{A) on trouve 

M±l.^<i 

n X ~ 

qui est impossible puisque x{A') > x. □ 



Soient a: fc ^ C un plongement complexe de k et uj^ Cz {^a^ +iB[o-])\iB[(T] de norme égale à b^- 
Cette condition implique que io^ appartient à l'orthogonal de tg^^r] dans {tA^, ||-||l,ct)- H est donc 
possible de fixer une base orthonormée fa- := (/i.o-, . . • , fg,a-) de Ia^ ayant les propriétés suivantes : 

(i) (/i,a, • ■ • , /dimi3[<T],o-) est Une base de tB[a], 

(ii) fg,a ■= (^a/\\i^a\\L,a- 
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6.3. Fibré adélique des sections auxiliaires. Au § 16.11 nous avons muni le fc-espace vectoriel 
Hn = 11° {A, L**") d'une structure adélique hermitienne iï„ = {Hn, (H-Ht^ y)v)- L'objectif de ce pa- 
ragraphe est de munir iî„ d'une structure hermitienne différente en certaines places archimédiennes 
de k, structure obtenue par déformation de ^. Une fois ce fibré adélique tordu défini, nous 

estimerons sa pente d'Arakelov. 

On pose v := dim^ Hn = n^h°{A,L). Soit V l'ensemble des plongements complexes cr de fc tels 
que b\ISf, < 6/x. On notera que V est stable par conjugaison complexe. A chaque plongement 
complexe a: k ^ C qui appartient à V, l'on associe l'entier 5*0- > 1, qui ne dépend pas de n, défini 
par 



S(j 



c52 



et le nombre réel an 



A '^cr Sa 



Ce nombre aa ne dépend que de la place v àe k sous-jacente à 



C, cr)- Pour tout i £ {1, . . . , z^}, soit 

. Etant donné une base e = (ei, . . . , Cg) de 
, un multiplet t — (ti, . . . , Tg) G et un vecteur z — z\e\ + • • • + Zgtg G Ia^ , on note ^T)\d[z) 

/ _ \ ri / _ \ T„ 

la dérivée divisée 



a. Soit (si, . . . , Sy) une base orthonormée de (iî, 
: — > C la fonction thêta associée à si (voir 



Soit T(j l'ensemble des couples (m, r) e Z x vérifiant les propriétés suivantes : 
(i) m e {1 - S'a, ... ,5^ - 1}, 



■ • J '9, 



alors 



n + 



rg<gT^T„-\, 



(ii) si r s'écrit (ti, 

(iii) Tg<T,-\. 

Soit Va le cardinal de T^. On a l'estimation triviale Va < {4,gSaTy . Rappelons que fa = 
(/i,(T, • • • , /g.o-) désigne la base orthonormée de tA„ introduite au § 16.21 et considérons la matrice 
complexe Ba de taille Va x v, de coefficients : 

a^[(m,r),i] := ^;^D}^i?,(mw<^) j exp |-|n||mw<^||| 

pour tous (m, r) G Tg- et i G {1, . . . , i^}. Dans la suite, on notera Qa le rang de la matrice a^. 

Définition 6.2. Posons a := {aa)a&v- Le fibré adélique hermitien Hn,a sur k est le fibré vectoriel 
adélique d'espace vectoriel sous-jacent Hn et dont les normes sont les suivantes : en une place v de 
k qui n'induit aucun plongement fc ^ C appartenant à V, on pose W-W-jj^ ^ „ := IMIïf,, t, ; si w est 
une place archimédienne de k tel qu'un plongement complexe cr: fc ^ C associé appartienne à V, 
la norme ||-||;^^ ^ ^ Gst définie par 

1 /2 

llxisi H h yiyS^W-jj^ ^ ,^ := (|x|^ + |a„a^(x)|^) 

pour tout x = '(xi, . . . ,x^) G C (la norme |.|2 est la norme hermitienne usuelle sur ou C^"). 

Aux places archimédiennes, la norme ainsi définie ne dépend pas du choix de a associé à v. 
L'estimation de la pente de Hn.a requiert le lemme suivant, variante de l'inégalité de Cauchy pour 
les fonctions holomorphes. 

Lemme 6.3. Soit a: k ^ C un plongement complexe de k. Soient s G H°(A, L**") 0a C et la 
fonction thêta associée. Soit e = (ei,...,eg) une base orthonormée de (tA„, || -Il L,cr)- Alors, pour 
tout Z G tAa, pour tout t — (ri, . . . , Tg) G N^, on a 

^Dli}{z) exp{-|n||z||i^,} < ||s||oo,. cxp {|n(l + 2||z||i,,)} 



où ||s||oo,<T sup{||s(a;)||cub,(T; x G Aa}. 

Démonstration. L'inégalité de Cauchy pour la fonction holomorphe i? se traduit par la majoration 



BlHz] 



< ^sup{|i9(z + y)| ; y etAa et \\y\\L.a < r} 



valide pour tout nombre réel r > 0. La relation ([3]) entre s et ê fournit l'estimation 

|i?(z + y)|exp|-|n||z||i ,,} < ||s||oo,^ exp {^«(r^ + 2r||z||L,„)}, 
ce qui démontre le lemme, en choisissant r — 1. 



□ 
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Un lemme de Gromov assure l'existence d'une constante c > 0, qui ne dépend que de (A, L), 
telle que, pour tout s e iï„ (g)^ C, on a ||s||oo,(t < '^'^H'^IIt/^ a- (voir |GS[ lemme 30]). De ces résultats 
découle la proposition suivante (rappelons que désigne le rang de la matrice a^)- 

Proposition 6.4. Il existe une constante c > 0, qui ne dépend pas de n, telle que la pente d'Ara- 
kelov normalisée p.{H„^a) de Hn.a est minorée par 



Eî^(l«g-^ + f"(l + 25^M) -clogn. 



Démonstration. En vertu de la proposition 4.0.7 de |Ga4j . la différence des pentes /ï(iï„^Q.) — 
est minorée par 

^ (log(l + «2)1/2 + iogniax{l,||a,||op}) 



oià ||acr|lop désigne la norme d'opérateur de : (C, |.|2) — î> (C'^'', |.|2). La comparaison de cette 
norme avec celle de Hilbert-Sclimidt conduit à la majoration 

||aa||op < (j^t;CT)^/2niax{|ao-[(m, r),i]| ; (m,r) e Tg., 1 < i < ly} . 



D'après le lemme 16751 et via la majoration de Gromov, le maximum qui apparaît ci-dessus est plus 
petit que exp {^n{l + 2Scr8a)}n'^ (c' constante qui ne dépend pas de n). La partie {lyVcrY^^n'^ 
entre dans le clogn de la proposition, ainsi que la différence entre log(l + a^)^^^ et logao-. Quant 
à la pente /i(iï„), la formule ^ montre qu'elle fait partie elle aussi de clogn. □ 



6.4. Estimation de rangs. Dans la proposition 16.41 du paragraphe précédent est apparu le rang 
de la matrice a^-. Pour que cette proposition soit utilisable dans la suite, il est important d'avoir 
une estimation soigneuse de g^, plus précise que g^ < min{z^, v^}- Comme l'ont montré Philippon 
et Waldschmidt |PW) , le choix de x et son incorporation dans le paramètre n — xn vont permettre 
de faire en sorte que ga/v < 1. Etant donné un nombre réel e, on note 

r(.g,£) ■.= {g + eY ~g<^. 

Si e < 1, nous avons facilement r{g,e) < g^e{l — e)^^. 

Proposition 6.5. Pour tout plongement a: k ^ C appartenant à V, le quotient g^jv du rang g^ 
de la matrice aa- par la dimension v de H*'(yl, L**") est plus petit que r{g, Sa-)/^a- + o(l) où o(l) 
désigne une fonction qui tend vers lorsque n tend vers oo . 

Démonstration. Soit g^ :— dimi3[CT]. L'idée de Philippon et Waldschmidt est de majorer g^ 
par dim£^ — dimF où E est l'espace des fonctions thêta associées à Lf" et F le sous-espace 
formé des fonctions dont toutes les dérivées D'^^^'d sont identiquement nulles sur tB[a] pour 
T = (0, . . . , 0, Tg^+i, . . . , Tg) de longueur < gT + Ta- — 1 avec, de plus, Tg < Ta- — 1. Pour 
— l<i< gT+Ta~l on note aussi Fi le sous-espace de E défini de même en limitant la condition aux 
indices de longueur au plus i. Nous avons donc F = FgT+T„-i C FgT+T„-2 C • • • C Fq C F_i = E. 
D'un autre côté, ga = dim£^ — dimG où G est le sous-espace formé des fonctions telles que 
D'j:^ê{muja) = pour tous {m,T) E Ta- L'inégalité ga < dim£^ — dimF découle donc de 
F C G : si -â G F et {m,T) G Ta, on écrit muJa & uj + tsia] pour w G Q,a„ et l'on applique 
la dérivation à la formule i9(z -j- uj) — aL^{z,ui)^'d{z). Maintenant si r est un indice inter- 
venant dans la définition de Fi et si G -Ff-i alors la dérivée D'^^-d définit une fonction thêta 
sur i_B[cr] ■ en effet, comme précédemment, lorsque l'on dérive par la formule de Leibniz l'égalité 
^(z + u}) = aL^iz,uj)""â{z) pour uj G i^Blcr] et 2 G ^Blcr] alors toutes les autres dérivées apparaissant 
sont nulles par définition de Ff^i. Par suite on définit une injection de Fg^i/Fi dans une somme 
de copies de H°(_B[cr], Lf "). En sommant sur £ et en calculant le nombre total X de copies, nous 
trouvons ga < dim£' - dimF < Xh°(B[CT], Lf ") = X(degi_^ B[cr])nf- /gai où 

X card {r' = (rg^+i, . . . , Tg) G N^-f- ; \t'\ < gT + Ta - 1 et Tg < Ta - 1} 

^ fgT + Ta~l+g~ga\ _ fgT + g~ ga'^ 
\ 9-9cT ) \ g~ga 
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Si y G N alors le coefficient binomial {'^^^) est équivalent à x^/y! lorsque x tend vers oo. En divisant 
Qa par i' = 7iS(dcg^ et grâce au choix des paramètres T = [n] + 1, = [e^n] et n = xn, nous 

obtenons alors 

ly \g„J ' xs 3„ degi A 

lorsque n — > +oo. Dans ce majorant, le dernier quotient vaut exactement tandis que le facteur 
qui le précède est majoré par r{g,ecr) (en utilisant (^^ ) < g^"). □ 

6.5. Construction d'une section auxiliaire. Si E ^ {E, place de fc) est un fibré vecto- 

riel adélique sur /c, la hauteur h-j^{x) d'un élément x G i? \ {0} est le nombre réel : 

En notant A^/q le discriminant absolu de k, le lemme de Siegel de Bombieri-Vaaler |BV] affirme 
qu'il existe x £ E \ {0} tel que 

< -n(Ë) + \ log dim E + log | Afc/q | • 



En appliquant ce lemme k E — Hn,a et en utilisant les propositions 16.41 et 16.51 on a le résultat 
suivant. 

Proposition 6.6. Il existe une section s e H"(y4., L*^") non nulle telle que 

% (s) < V ^fe^ (log a, + + 25,0,,)) + o(n). 



[k:Q]^^ V - - ' 2 

6.6. Extrapolation analytique. A partir de maintenant, la section s qui apparaît est celle 
construite dans la proposition 16.61 du paragraphe précédent. Soit i l'ordre d'annulation de s en 
(le long de t^)- La proposition 16.11 fournit l'estimation £ < gT. 

Soit V une place archimédienne de k telle qu'un plongement a: k ^ C induit par cette place 
appartienne à V. Soit i? : tA„ — C la fonction thêta associée à s dans 7î„ (S)a C. Dans ce pa- 
ragraphe, nous établissons une majoration fine de la u-norme du jet de s d'ordre i en 0. Ceci 
est rendu possible par la construction de s et de la norme tordue sur H„^a qui implique que les 
dérivées 7[D^ 'â{muj„) sont « petites > pour (m, r) G T^. A cette ffir, nous allons utiliser le lemme 
d'interpolation analytique du § O 

Soit T = (ri, . . . , Tg) £ de longueur |r| = ^ et posons t' := (ti, . . . , Tg_i, 0). Pour z £ C, 
considérons la fonction entière 

où fa est la base orthonormée de tA„ introduite au § 16.21 (avec laquelle a été construite la matrice 
acr). Notons D;^^ — ô^D/^ ^ la dérivée dans la direction de uJc- Pour G N, la dérivée divisée /i'^"® 
de f s'écrit 

011 r*^'*' t' + {0, . . . , 0, h). Lorsque h < T^, la longueur de r^''^ est plus petite que |t| + To- ^ 1 < 
gT -|- To- — 1 et la dernière coordonnée de ce multiplet est plus petite que — 1- Par conséquent, 
si /i < Ter, les nombres 

(4) ;^^D}^'''i9(TOw^)exp|-|n||mw<,|||„| 

avec m G {1 — 5o-, . . . , 5^ — 1} sont des coordonnées du vecteur ao.(x) oii x est le vecteur des 
coordonnées de s (voir définition l6.2l) . La norme hermitienne du vecteur formé par les nombres Q 
est donc plus petite que a~^||s||-g^ ^. En utilisant la déffiiition de = 4-^"'^'', on trouve ainsi 



(5) 



(L.Df' ^(m^.) < 4-^'^'PII^^^^^ ^exp{|n(5.5.)2} 
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valide pour tous m G {1 ~ Sa, ■ ■ ■ , Sa ~ 1} et /i G {0, . . . , To- — 1}. Par ailleurs, le lemme 
la majoration 



donne 



|f|s„ < ||s||oo,.exp{|n(5,5, + 



Comme nous l'avons vu avant la proposition 



la norme II si 



peut être remplacée par 



7î'^||s||"^^ ^ V c > est une constante qui ne dépend que de [A, L). 
La proposition [SU] appliquée à f et aux paramètres Sa et Ta et l'inégalité de Cauchy 



^f(-,)(0) 



Ta! 



< f 



donnent alors 



rl J' 



< 



12 

4s7 



{l,5af'exp{^niSaSa + l)^}. 



Cette estimation est valide pour tout t — [t' ,Tg) E N^^^ x N de longueur £. En l'utilisant si 
Tg i^Ta, mais en prenant plutôt ([5]) (avec m = 0) si = < Tg-, on obtient dans tous les cas la 
borne 



(6) 



1 



< 



12 

4s7 



exp{|n(S'^5<, + l)2|. 



Nous allons la traduire en termes d'une majoration de la norme du jet de s d'ordre £ en 0. Com- 
mençons par rappeler la définition algébrique d'un jet de section dans un cadre général. Soient m 
un entier naturel, A un schéma sur S et £ un faisceau inversible sur A. On suppose qu'il existe une 
immersion fermée e : S ^ ^1. Notons 3 le faisceau d'idéaux sur A défini par e et fiyi/s le Oyi-module 
des différentielles relatives. Lorsque^ — >■ S est lisse le long de e (J régulier), le quotient e*(J'"/3™+^) 
est isomorphe à la puissance symétrique S'™(e*Oyi/g). Une section s S }î'^{A,L) s'annule à l'ordre 
m le long de e si s e H°(X, J"* (g) L). Dans ce cas, le jet d'ordre m de s en e, noté jet™ s(e), est 
l'image de s par l'application composée 

H" {A, «) ^ HO (s, e*(J™/J'"+i) «) e*C) H° (S, 5™ (e*f^A/s) ® e*^) • 

Notons expg. : — > Aa l'application exponentielle de Aa- L'élément i? de H°(tyi^,exp* Lf") a un 
jet d'ordre i en 0. En considérant la base duale (orthonormée) {fi a, ■ ■ ■ i îg a) de (/i,cr, • • ■ , /g,cr), 
on a 

^ (^D}^^(0)) (AV)-^ • • • UlaY^ e ^^(i:;^) ®a c 

(dans cette somme, r = (ri, . . . , Tg)). La norme de ce jet est égale à celle du jet de s car La 
est rigidifié isométriquement en l'origine. Les normes sur la puissance symétrique <S'^(i^) sont les 

normes quotient de Vj^^ (voir |Ga3| p. 45]). En notant 5'^(t^) le fibré adélique hermitien obtenu, 
on a alors 



(7) m'mws^iw,),. < 

De plus, grâce à la proposition 14.31 on a 



g - 1 + / 
3-1 



max 

\T\=l 



max 1, — < (deg^^ B[a]f max 1, 



1 



p{Aa,La) 



De cette observation et des majorations ([6|) et ([7]) découle l'énoncé suivant. 

Proposition 6.7. Il existe une constante c > 0, qui ne dépend pas de <n, ayant la propriété suivante. 
Soit V une place archimédienne de k telle qu'un plongement cr: fc C induit par v soit dans V. 
Le premier jet non nul ]et^ s{Ç)) de s en est de v-norme inférieure à 



(8) 12^^!^ (degi B[cr])^max<^ 1 



1 



piAa,La 



\4h„^^,v exp {|n(5,5, + 1)^ - TaSa log4}. 
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6.7. Estimation de la hauteur du premier jet non nul. Le paragraphe précédent a été 
consacré à majorer la norme du premier jet non nul jet^s(O) de s en en certaines places ar- 
chimédiennes de k. Ces normes ne sont qu'une partie de la hauteur du jet : 

hs,fj^){jet'^s{0)) ^j^l^^^[k^ : Q„] log ||jet^s(0)||5<;(î^)_„. 



Ici nous estimons les normes restantes en distinguant selon leur caractère archimédien ou ul- 
tramétrique. 

6.7.1. Majoration de la norme en une place ultramétrique. Soit v une place ultramétrique de k. 
D'après la formule ^ donnant ||s||;^,,, la section s € H0(A,L®") ^ H°(A,L®") (g)k k^ s'écrit 
As' avec s' € H°(^, £'^") de norme 1 (C« est l'anneau de valuation de ky). Notons Av = 
A X SpecOt,, ey sa section nulle et le faisceau inversible sur Ay induit par C. Vu la définition 
du jet de s' appliquée au quadruplet (^1, S, e, L) = {Ay, Spec e„, Cy), l'élément jet^ s(0) vu dans 
S^{t\) est égal à A. jet^ s'(ei,) avec jet^s'(et,) e 5'^(i^^) (par lissité de Ay — >■ SpecO^ ; nous avons 
omis e^Cy car C est rigidifié en l'origine). La norme w-adique de jet^s(O) est calculée relativement 
au modèle entier de S''^(t^) et on a l'estimation 

(9) m'm\\s^if^),v < \Mv - = 

On peut reformuler cette majoration en disant que la taille du sous-schéma formel induit par 
Av vaut 1 (car Ay est lisse le long de l'origine), ce qui entraîne l'intégralité des jets (voir (Bo41 
lemme 3.3]). 

6.7.2. Majoration de la norme en une place archimédienne. Soient v une place archimédienne de 
fc et a: A: ^ C un plongement complexe associé. Au moyen de l'estimation ([7]) du jet de s en à 
l'ordre l et via le Icmme 16.31 on a 



Le lemme de Gromov fournit alors l'existence d'une constante c > 0, ne dépendant que de (A, L), 
telle que 

(10) lljet'^(0)IU.(i-),„<e-"/^n=l|s|l7?„,„,„ ■ 



6.7.3. Hauteur du jet. En regroupant les estimations ([H]), © et (jlOp . la hauteur du premier jet non 
nul vérifie 

2gT ^ 



V(t^)(jet^s(0)) < %„_„(s) -I- clogn + ; ^ logdeg^^^ B[cr] 




pour une certaine constante c > qui ne dépend pas de n. 

6.8. Conclusion. Rappelons que la pente maximale /imax(-E') d'un fc-fibré adélique E est le maxi- 
mum des pentes des sous-fibrés non nuls de E. En considérant, pour e € E \ {0}, la droite k.e 
munie des métriques de E, on a —h-j^{e) = 'jl{k.e, (W-Wt^; y)y) < Mmax(£'). En appliquant ce principe 
hÊ ^ S^{f^) et e = jet'^s(O) on trouve 

(12) /is^(ï-)(jet's(0)) > -/îmax (S'iV^)) . 

En outre, un théorème de Bost évalue la pente maximale de la puissance symétrique i"'™® d'un 
fibré adélique hermitien, qui ici s'écrit 

Mmax (S'ir^)) < e (/îmax(ï^) + (.9 + 1/2) log^) 

(une démonstration est donnée au § 7 de |Ga3] ) . Dans la suite on utilisera le majorant 
(7T(max{0, /ïmax(iA)} + (5 + l/2)logg). On compare cette majoration à l'estimation (fTTj) de la 
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hauteur de jet^s(O). On fait intervenir la majoration de hjj (s) de la proposition |ïï^ dans laquelle 
est intégrée la valeur de = A'^'^' . On obtient ainsi la version « dépliée » de l'inégalité 
que l'on divise par n. Puis on fait tendre n vers +00. De plus nous utilisons à présent la valeur de 
r{g, e) définie avant la proposition |631 Le choix explicite de Sa (S I6.2p est fait pour donner la borne 
rig,£a)^â^ < 1/2 : on vérifie en effet {g + (6\/2 - S)^-^^^)^ < +^a/2 par calcul direct si g = 2 
et en utilisant r{g,e) < g^e{l — e)"^ si 5 > 3. 

Nous pouvons alors écrire le résultat brut de la manière suivante. Posons 



Hi :=gmax{0,^,„ax(i::i)}+5(.9+l/2)logg+ jT:^^logmax|f, ^ 



(13) 



et 



Alors on a 



23 , , nr 1 logl2 \ - 



\k:Q]'^ ' ' \k:Q] 



(14) îl^i:^.^^ï«.+T*^ 

Posons 

En utilisant [a] > a — 1 pour a G R et au moyen de la définition de Sa — [de a/ (a^ô^)] ^t de la borne 
2ecr < 9~^, on a 

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient une majoration simple de H2 

3 36*71? feV^^ 

H2 < - + — +1-1 M. 



2 X \x 
En reportant ces estimations dans (|14p. on trouve 

OM / „ 7r6l\ / ^ 37r log2\ ii^O r— 

puis, avec le choix àe 6 ~ (log2)/7r, on a 

/ „N ( 37rx \ r— 2'Kx 37r log2 



log2; - (log2)2 V 4 2g. 

Fait : Soient a, (3 des nombres réels positifs. Si AI — a\fM < j3 alors on a 

2 




M < (3 

Le majorant de M est le carré de la racine positive du trinôme X'^ — aX — /3, ce qui justifie le 
fait. Ici, ce résultat fournit la majoration 

/ , , \ 2 

2t:x ( f-int; !,> '^''^ log2 




''-(k^r'n'''''^''T^" 

Nous nous plaçons d'abord dans le cas oià a; < 1/2141 (le cas restant sera étudié à la fin de ce 
paragraphe). La borne ci-dessus devient M < 13, 2xmax |l05, Hi + ^x + ^|f|- P^-'' ailleurs, en 
revenant à la définition de V (§ 16.3p . si ti ^ V, on a 

S(j \ ^ XS(j ^ XTT 



bj - 6 - 2(log2)g9 



24 



ÉRIC GAUDRON ET GAËL RÉMOND 



Cette majoration couplée avec la borne obtenue précédemment pour M donne 

< 13,2a; fmax(l05,Hi 



1 



3ttx 



log2 



2g9 



26(log2)5S 



< 13,2xmax(106,Hi 
avec à nouveau x < 1/2141. On en déduit 



1/7), 



(17) 



1 



E 



[fc:Q] 

Il ne reste plus qu'à estimer Hi pour conclure. 
Proposition 6.8. On a 

Hi < 0,342/ max{l,/i(A),logdegi A} 



1^ ) < 56, 065^% max{106, Hi 



1/7}. 



2ff 



[fc:Q] 



logdegi_^ B[a]. 



Démonstration. La majoration de Hi repose sur la définition (fT3|) . Le premier terme avec la pente 
maximale du cotangent est estimé par la proposition 13.101 et l'on utilise la majoration h.^{A,L) < 
degj^A. En posant h = max(l, ft,(A), log deg^, A), on a 



1 



[fc:Q] 



logmax(l,p(Acr,£o-) ^)<max l,log 



1 



[A;:Q] 



^ p(A,,L,)-2 <log(llM 



grâce à la proposition 13.61 On aboutit alors à la majoration 



fe^C 



3.g(.g+ l)/i + .glog/i 2g 



[k:Q] 



256 log 2 + g{g+ 1/2) log^ + ^ log 11 



logl2 



2 ° 259 

La dernière constante est majorée par l,49g^. De plus {3g{g + l)h + g\ogh)/2 est plus petit que 
0, lATg^h (les coefficients numériques sont obtenus avec g = 2 et \ogh < h/e). Lorsque x < 1/2141, 
on note que h > logdeg^ A > -logx > log 2141 puis 0, 147+ 1,49/ log 2141 < 0,342 qui donne la 
proposition. □ 

Le majorant dans cette proposition est toujours supérieur à 0, 342 x 2^ log 2141 > 106 — 1/7. Via 
l'inégalité (HH) et la borne 0,342^^ + 2^ + 1/7 < 0,415*^ pour 5 > 2, on en déduit le théorème 
(sous l'hypothèse x < 1/2141) en observant que 0,41 x 56,06 < 23. 

Dans le cas 011 x > 1/2141, nous utilisons x < (deg^ A)^^/^ < I/V2. Nous menons les calculs 
exactement de la même manière, seules les constantes numériques évoluent selon le tableau suivant : 



x < 1/2141 


13,2 


1/7 


56,06 


0,342 


0,41 


23 


X < I/V2 


17,8 


1,8 


75,59 


1,637 


1,73 


131 



6.9. Cas de la dimension deux. Dans ce paragraphe, nous établissons une variante du 
théorème 14.51 dans le cas particulier utile pour l'application aux théorèmes d'isogénies elliptiques. 

Proposition 6.9. Supposons que g = 2 et que deg^ A > 10^". Pour chaque plongement a: k ^ C, 
soit B[a] une sous-variété abélienne de A„ telle que x{B[a\) = x et rappelons que Sa- désigne 
m.ui{da{uj,tB[a]); w G Qa^ \ tBla]}- Alors on a 

^ ^ ^ < 17782: (max {1000, /2,nax(îl)} + 1,95 + log degi, A 



[fc : Q] E 52 



y 



log max 1 , 



1 



p{Acr,Lc)^ 



Démonstration. Nous reprenons la démonstration du théorème l4.5l Nous n'apportons aucun chan- 
gement aux paragraphes 16.11 à 16.71 L'invariance de l'énoncé par extension de corps utilisée au 
paragraphe 16.11 reste valable pour la présente proposition en raison de notre convention sur la 
pente maximale. 
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Nous pouvons alors modifier les estimations du paragraphe 16.81 à partir de l'inégalité princi- 
pale (dH). Comme x{B[a]) = x, tous les valent 1 et en particulier est indépendant de a. Nous 
notons ici simplement e cette valeur commune : e = (3^2 - 4)/2. L'égalité x{B[cr]) = x fournit 
aussi deg^^ B[a] < ^/degl~A. Ces considérations permettent de voir que 

Hi <Hi :-2max{1000,Mmax(ï^)} + 7^^ V logmaxil,— 1— 
+ 2 log degi A + 3,77 

(où nous employons 5 log 2 + elogl2 < 3,77). Notons en outre m := {J2aev ^a^) /[^ ■ Q]- Nous 
avons alors la majoration 

3 30ey^ fee^ ^ 
^2<t; + — + - 

2 X \ : 

Le pendant de pÏÏ]) est {J2aev S<y)/[k ■ Q] > [9em)/x — 1 et l'inégalité devient 

3a; , — 2x f~ ^ i'KX 
m — — < ,^ Hi + Oe-ïï H — 



6e ^ - 7r(6'e)2 V 4 
Le fait qui suit l'inégalité ([Tïï]) et la minoration Hi > 2000 conduisent à la borne 

/ , \ 2 

2x 





m < Hi + een 

Pour passer de m à la somme sur tous les plongements a: k ^ C, nous devons ajouter les termes 
6~2^ fj ^ '\7^ qyj sont plus petits que x/ {6e). On obtient donc finalement 

/ , s 2 

1 1 2x f~ Weir Sttx^ 

Pour conclure, il reste alors à observer que x est plus petit que (deg^ A)^^^^ < 10^^ et à remplacer 
les paramètres 9 et e par leurs valeurs. Après estimations numériques, nous aboutissons à la formule 
de l'énoncé. □ 

6.10. Démonstrations des théorèmes 11.21 et 11.31 de l'introduction. 

6.10.1. Le théorème découle du corollaire l4.6l et de l'estimation g < 2 max(l, log^!) qui montre 
qaeh{A) = hp{A)+g\ogyi^ < log(7re) max(l, log deg^, A). Nous pouvons ainsi remplacer la 
constante numérique 23 par 50 et h{A) par hpiA) et il ne reste plus qu'à majorer x par (deg^ A)~'^/^ 
pour conclure. 

6.10.2. Déduisons maintenant le théorème ll.3l du théorème 1 1 . 2 1 g ue nous venons d'établir. 
Dans le cas où g = 1 , le lemme matriciel donne (comme au § 14.3. ip bien mieux. Par exemple 

avec le théorème 11.11 nous avons deg^ = deg^ A < 14[fc : Q]||a;||| ^.^ max(l, /ii?(A)). Pour la 
suite, supposons g > 2, notons d = deg^ Ai^ et montrons dans un premier temps : 

dl/dimA. < 50g29+6[fc. . Q]||^||2^^^jnax(l,/if (^),logd). 

Il s'agit d'appliquer le théorème ll.2l à {A^^^L^a^) en remarquant S{{Au:)cr'g, L^-'^) < \\ 

^||L,cro- Lorsque 

A — Ai^ cela nous donne exactement la formule ci-dessus. Sinon nous utilisons la dernière inégalité 
du §[23]pour écrire hpiA^) < hpiA) -h glog(v^h°(A<^, L)^) < (3^ -I- 1) max(l, /if(^), log d) et 
l'on conclut avec (dim A^)2dimA.+6(3^ + 1) < g^^^^- 

Pour passer à l'énoncé de notre théorème, écrivons pour alléger C — SOg^s+^J/^' ; Q]||aj||2 Si 
^i/dimA^ < 3,9g^C alors le théorème est acquis par 3,9 x 50 = 195. Sinon 

Jl/dimA^ Jl/dimA^^ 

log d = (dim A^) log + (dim A^) log C < 0, 221 -I- 5 log C 

o o 

(où l'on utilise log(3, 9^"^) < 0,221 x 3,9g^). Nous en déduisons donc 

0^779ji/dimA. < Cmax(l,/ij.(^),5logC) < 3g3c max(l, /i^^(^), log([fc' : Q]|lc^|li,,J) 
et l'on conclut par (3/0, 779) x 50 < 195. 
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7. Degrés minimaux d 'isogénies elliptiques 
Dans cette partie, nous établissons le théorème 11.41 et son corollaire. 

7.1. Rappels sur les isogénies de courbes elliptiques. Soient Ei et E2 deux courbes el- 
liptiques sur un même corps de nombres k. On note Hom(_Bi,i?2) l'ensemble des morphismes de 
groupes algébriques ip: Ei ^ E2 sur une clôture algébrique fc de fc. Un élément non nul de ce groupe 
est une isogénie. Le degré d'une isogénie est le cardinal de son noyau. On pose aussi deg(O) = 0. 
Pour n € Z on note [n] G llom{Ei,Ei) (1 < i < 2) le morphisme de multiplication par n. On a 
deg[n] = n^. 

Lemme 7.1. // existe une unique bijection Hom(i?i,i?2) — > îlom{E2, Ei), ip i— > ip telle que 

(1) ipoip^ [degip] 

(2) deg^= degip 

(3) ip et ip sont définis sur les mêmes extensions de k. 

Démonstration. On pose = 0. Si (/? est une isogénie, le groupe fini Ker ip est de cardinal deg ip 
donc son exposant divise degp donc Ker(/3 C Ker[deg(/5]. Par suite il existe une unique factorisation 
de [deg ip] à travers ip que l'on écrit (p o ip = [deg tp]. Si est défini sur une extension fc' de k alors 
il en va de même de (p puisque ses conjugués au-dessus de k' réalisent la même factorisation. 
De plus on a [degipY — deg[deg(^] = deg^o ip — (deg (deg (p) qui donne (2). Par ailleurs, 
ip o ip o p = ip o [deg ip] — [deg ip\o ip donc, par surjectivité de ip, l'on trouve ip o (p = [deg p] (dans 
Hom(i?2, Ceci montre ip — ip et donc que l'on a une bijection. De plus ip est également défini 
sur toute extension oh (p est défini, ce qui donne (3). L'unicité est assurée par (1) si ^ et par 
(2) sinon. □ 

Dans la suite, nous supposerons toujours que Ex et E2 sont isogènes c'est-à-dire que 
Y{.om.{Ex,E2) + {0}. Dans ce cas, l'ensemble {deg(p; p: e Hom(£;i,£;2) \ {0}} C N \ {0} ad- 
met un élément minimal A (qui est aussi min{deg-0; -0 G Hom(i?2,i?i) \ {0}}). Une isogénie 
p € Hom(i?i,i?2) de degré A sera dite minimale. Une isogénie est dite cyclique si son noyau est 
un groupe cyclique. 

Lemme 7.2. Une isogénie minimale est cyclique. 

Démonstration. Soit p une isogénie minimale. Le groupe Ker ip est un sous-groupe de Ker[deg ip] ~ 
(Z/deg(/3Z)^ donc isomorphe à Z/aZ x Z/6Z avec a | 6 | degip. Il contient donc un sous-groupe 
isomorphe à (Z/aZ)^ qui est nécessairement Ker[a]. Ainsi Ker[a] C Kerp donc il existe une facto- 
risation ip = ip' o [a] avec ip' G Hom(i?i, E2). On a degp = a} degp' donc, par minimalité, a = 1. 
Ceci montre bien que Kertp est cyclique d'ordre h. □ 

Pour la suite, nous distinguons deux cas : 

(1) E\ et E2 sont sans multiplications complexes. Ici Hom(i?i,i?2) est un Z- module libre de 
rang 1. 

(2) E\ et E2 sont à multiplications complexes. Ici Hom(i?i, E2) est un Z-module libre de rang 
2. 

Proposition 7.3. Dans le cas (1), toute isogénie cyclique est minimale. Il n'y a que deux isogénies 
minimales p et —p. Il existe une extension k' de k de degré 1 ou 2 telle que : toute isogénie 
p: El ^ E2 est définie sur k' ; si k' ^ k aucune isogénie n'est définie sur k. Dans le cas (2) il 
existe une extension k' de k de degré dans {1,2,3,4,6,8, 12} telle que toute isogénie ip: Ei ^ E2 
est définie sur fc'. 

Démonstration. Dans le cas (1) soit ip minimale. On a Hom(i?i,i?2) = Z(^ et degmp = degip 
pour n G Z donc ip et —ip sont les seules isogénies minimales. Si |n| > 1, Ker(n(/3) contient Ker[n] ~ 
(Z/nZ)^ qui n'est pas cyclique donc mp n'est pas cyclique. En général, le groupe de Galois Gal(fc/fc) 
agit sur Hom(i5i, E2) — Z'" dans le cas (m), m G {1, 2}. Ceci donne un morphisme a: Gal(fc/fc) — 
GL„i(Z) dont le noyau est de la forme Gal(fc/fc') avec fc' extension galoisienne finie de fc. Le groupe 
Gal(fc'/fc) est isomorphe à l'image de a. On sait qu'un sous-groupe de GLi(Z) ~ Z^ est de 
cardinal 1 ou 2 tandis qu'un sous-groupe fini de GL2(Z) est de cardinal dans {1,2,3,4,6,8,12} 
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(voir [SiTfl ). Ceci donne l'assertion sur le degré de k' . Dans le cas (1), si k' ^ fc, alors l'élément 
a € Gal(/c'//c) \ {id} agit par a{ip) ~ —lç sur Hom(i?i, i?2)- Par suite, si 7^ 0, on a ^ donc 
ip n'est pas défini sur k. □ 

Remarque 7.4. Pellarin (voir |Pe2[ Remarque fondamentale, p. 211]) affirme que dans le cas (1) 
l'on a toujours k' = k. C'est faux car en fait sur tout corps de nombres k il existe deux courbes 
elliptiques sans multiplications complexes qui ne sont pas isogènes sur k mais le sont sur k. Pour 
le voir, choisir Ei sans multiplications complexes donnée par une équation de Weierstrass = 
-\- ax b ; choisir c G fc \ fc^ et définir E2 par cy^ — + ax + b. L'application {x, y) 1— >■ (x, c~^/^y) 
décrit un isomorphisme Ei — >■ E2 défini sur k' = k{c^/'^) mais pas sur k (il diffère de son conjugué 
{x, y) i-> (x, —c~^/'^y)) donc d'après la proposition aucune isogénie Ei — E2 n'est définie sur k. 
Si l'on veut des exemples oii le degré minimal d'isogénie A soit arbitraire, on étend k pour que 
El ait un point de torsion P d'ordre A rationnel (et l'on choisit c ensuite). Alors E[ ~ Ei/7iP et 
E2 sont définies sur fc, isogènes sur k. Le degré minimal est A car i?2 — ^ i?i — > E[ est cyclique de 
degré A mais elles ne sont pas isogènes sur k car sinon Ei et E2 le seraient aussi (car Ei et E'-^ 
sont isogènes sur k). 

7.2. Cas non CM : lien avec les périodes. Dans la situation précédente, on choisit un plon- 
gement cto : fc ^ C. On abrège fii — ^(^Ei)^^ pour i e {1, 2}. Nous posons A = Ef x L'espace 
tangent de A^g s'écrit îa^^ = t{Ei)„„ ©^(Bi)^^ ®^(E2)aa ® ^(£2)^0 "t contient le réseau des périodes 
f2^^^ = ® ^2"^ ■ Si w = (wii, 1^12,^21,1^22) G ^^,^0 note A^ la plus petite sous-variété 
abélienne de A^^ dont l'espace tangent contient w. Cette variété abélienne complexe est définie sur 
un corps de nombres : si nous notons k' le plus petit sous-corps de C contenant (To(fc) sur lequel 
est définie alors nous voyons A,^ comme une variété abélienne sur k' et la variété abélienne 
complexe de départ (sous-variété de Acr^) s'écrit {A^)„'^ si CTq désigne le plongement de k' dans C 
donné par la définition (il étend (Tq lorsque l'on voit k' comme une extension de k). 

Rappelons que A désigne le degré minimal d'isogénie entre Ei et E2. Si nous supposons que Ei 
et E2 sont sans multiplications complexes (cas (1) du paragraphe précédent), alors le lien entre A 
et A^ est donné par l'énoncé suivant. 

Théorème 7.5. On suppose que (a;ii,wi2) est une base de fii et (a;2i,W22) une base de ^l2- Alors 
il existe une extension k' de k de degré 1 ou 2 telle que : 

(1) Ai^ est définie sur k' . 

(2) A^ est isomorphe sur k' à Ei x E2. 

(3) A^ n ({0}^ X E^) est fini de cardinal A. 

Démonstration. On choisit pour k' l'extension sur laquelle sont définies toutes les isogénies Ei — >■ 
E2 et E2 El. La sous- variété abélienne A^ est l'image d'un endomorphisme de A. Celui-ci est 
donné par 16 morphismes Ei — >■ Ej avec 1 < î, J < 2 donc est défini sur k' et, par suite, il en va de 
même de A^. Ceci assure (1). En ce qui concerne (2) et (3) voyons d'abord qu'il suffit de les établir 
pour une seule période w. En effet, si lo et eu' satisfont les hypothèses du théorème, il existe deux 
isomorphismes fi : Ef Ef {1 < i < 2) tels que l'application tangente d/ à / = /i x /2 envoie 
w sur u)' : df{uj) = uj' (l'isomorphisme fi réalise simplement le changement de base de (ujii,ijji2) à 
{ujIi,uj'^2))- Ainsi l'espace tangent à une sous- variété abélienne S de A contient uj si et seulement si 
l'espace tangent de f{B) contient uj' . Ceci montre f{A^) = A^^i et, en particulier, A^^ et A^^i sont 
isomorphes sur leur corps de définition commun k' (/ G End(A) est lui défini sur k). D'autre part 
on a évidemment /({O}^ x E^) = {0}^ x El donc les ensembles A^ n {0}^ x El et A^,' H {0}^ x El 
sont en bijection. Tout ceci montre bien que (2) et (3) sont vraies pour uj si et seulement si elles 
le sont pour lu' . Nous allons donc les établir pour un uj particulier de façon à ce que A^^ admette 



*Si G c GL2(Z) est fini alors H = G n SL2(Z) est d'indice 1 ou 2 dans G; il suffit donc de voir que H est 
cyclique d'ordre 1,2,3,4 ou 6 et même, en considérant les valeurs propres (racines de l'unité de degré 1 ou 2 sur Q) 
qu'il est cyclique; on pose A = J2b€H*^^ ' si B G H alors ^BAB = A ; on écrit A = *CC avec C 6 GL2{R) 
donc CBC~^ € S02(R) pour B Si H ; ceci montre que H est isomorphe à un sous-groupe fini de S02(R) — R/27rZ 
donc il est cyclique. On vérifie que les valeurs de card G sont toutes atteintes à l'aide de sous-groupes des groupes 

suivants : Gi de cardinal 8 est engendré par ^ et et G2 de cardinal 12 est engendré par ^ 

=•(-'. ;)■ 
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une description très simple. Soient pour cela (p: Ei ^ E2 une isogénie minimale (sur fc') donc 
avec A = deg ip et ip: E2 ^ Ei telle que ip o ip — [A] . Soit le morphisme Ei x E2 A décrit 
par ip(x,y) = {îp(jj),x,y,ip{x)). Il est patent que l'image Imip est une sous-variété abélienne de 
A isomorphe k Ei x E2 et que l'intersection Imip n ({0}^ x est en bijection avec le groupe 
Kei îp de cardinal A. Il nous suffit donc seulement pour conclure de trouver a; tel que Ai_j — Imtp. 
En fait, il suffit même de trouver a; comme dans l'énoncé dans l'espace tangent de hn^ (ce qui 
assure Ai_j C Imip par minimalité) car nous avons toujours dim^;^ > 2 : dans le cas contraire, 
la projection B de A^: sur Ef serait une sous-variété abélienne de dimension ou 1 dont l'espace 
tangent contiendrait (wn, W12). Or, en l'absence de multiplications complexes, un tel B est contenu 
dans un sous-groupe de la forme {{x, y) G Ef ; nx = my} pour (n, m) € \ {(0, 0)}. En passant à 
l'espace tangent, on aurait nujn — muJi2 qui contredirait la liberté de (aju, a;i2). Finalement il reste 
à trouver uj dans l'espace tangent de Iraip c'est-à-dire tel que wn = di^(aj2i) et a;22 = àip{LUi2). 
Puisque àLp o dîp = Aid, la première condition s'écrit UJ21 = Ad(p(a;ii). L'existence des deux bases 
adaptées (ajii,a;i2) et {u)2i-,(^22) découle donc du fait que f22/d(^(51i) est un groupe cyclique de 
cardinal A car Lp est cyclique. □ 

Cet énoncé est plus ou moins classique (voir |MW1[ lPë2] ) à part peut-être l'assertion (2) qui ne 
semble pas avoir été notée explicitement. 

7.3. Cas non CM : estimations. Nous démontrons la première assertion du théorème 11.41 
Comme nous traitons plus loin différemment le cas 011 k possède une place réelle, nous pouvons 
supposer ici que toutes les places de k sont complexes. Il en va alors bien sûr de même des places 
de l'extension k' . 

Avec les notations ci-dessus, nous imposons maintenant que {ujii,uji2) forme une base minimale 
de fil. Ceci signifie que H^nHij^o-o = ^((£'1)0-0 : (-^1)0-0) onLi est l'unique polarisation principale sur 
El et que UJ12 = tujh où r appartient au domaine fondamental de Siegel : |t| > 1 et | Rerj < 1/2. 
On écrit y — Imr. On sait alors que y = p((£'i)cro, (ii)cro)^^ (voir remarque 13.3p . 

Nous fixons à présent le choix de cto jusqu'ici arbitraire, en demandant que y soit minimal pour 
ce choix. En vertu de la proposition 13. 2| cela nous fournit y < 1,92H on nous notons, ici et dans 
toute la suite, H = max(/i(£'i), 1000). Ce petit raffinement allège quelque peu les calculs qui suivent 
mais ne modifie que le terme logarithmique de l'estimation finale. 

Soient pi et p2 les deux projections Ef — ^ Ei. Posons n = [|Tp] eN\{0}et considérons la 
polarisation L' = p^Lf " (gjpj^i sur Ef et p la composée A^: A^ Ef. D'après l'assertion (3) du 
théorème 17. 5 [ p est une isogénie (de degré A) donc L ~ p*L' est ample sur A^ et 

degi A^ = (degp) deg^, Ef = 2nA. 

Ceci nous permet d'appliquer la proposition 16.91 au couple {A^,L) sur le corps de nombres k'. En 
effet, si deg^ A^ < 10^'^ alors A < 10^° et la majoration (fT8|) que nous allons démontrer plus bas 
est très largement vraie. Nous majorons x < {deg^^ A^)^^^^ — (2nA)^^/^ tandis que nous avons 
5(T^ ^ II'^IIl.o-^ puisque UJ € t(A^) , mais lo ^ tB[a'g] minimalité. Comme 5o-^ = 5— et Uq 7^ ctq, 
la proposition [6l9] donne donc 

< 1778( max(1000, Mmax(t^)) + log(2nA) + 1, 95 

+ è ^ logmax(l,p((^^)^-,i^O"^)) 

OÙ D = [k' : Q]. Nous allons maintenant estimer les termes qui apparaissent dans cette majoration. 
En premier lieu, on a 

\L,a'„ = 11(^^11, '^12)lli',^a = "ll'^llllii.ao + ll'^12|lii,ao 

= {n+ \r\')\\un\\l^^„ - (n + Ir^jp^EiU, (Li).„f 
^ n+\T\^ ^ n+\T\^ ^ 



2n 



(la dernière inégalité vient de ce que la fonction i i-> (n + t)/ \/i — 1/4 décroît sur [n, n 4- 1/2] , croît 
sur [71 -|- 1/2, n -|- 1] et d'une comparaison entre les valeurs en n et n + 1). Par un calcul analogue. 
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si Lo' — (oj'j^]^, a;5^2i ^^21' '^22) période de {A^)„i pour a' : k' ^ C quelconque, nous avons 

W^'Wî.a' - "ll^nllii,.' + Il^'i2llii,.' > max(||wii||L,,,,, ll^ialki,^')"- 
Si w' 7^ on a 7^ ^12 7^ (toujours car p est une isogénie) donc 

Ainsi 

^ logniax(l,p((A„)„,,X<,0"') < ^ I] logmax(l,p((Si)„,,(LiV)"') 

a' : fc'^C cr' : k'^C 

< imax(l,log-^ ^ p((i?iV,(ii),0"') 

\ ct' : fc'^C / 

< ^max(l,log(l,92i/)) = ilog(l,92ff) 
à nouveau avec la proposition 13.21 (appliquée à {Ei)k'). Nous avons à ce stade 

VÂ < nnD {2 - ^ (^niax(1000, /î„.ax(î^)) + log(27iA) + 1, 95 + ^ log(l, 92iï) 



) < h{Ei) + log A + - log -. 



et il nous reste à estimer la pente maximale. 
Lemme 7.6. Nous avons 

1 n 

Z TT 

Démonstration. Comme on a L = p* L' pour l'isogénie p, le lemme donne /îmax(i(Ai^,L)) ^ 
î>-max{t(El,L')) ^t, par propriété des pentes maximales, ce majorant vaut fliaa-K{t (^^^ i»") ®t(^Ei,Li)) = 
max(/i(tj.^^ /ï(t(£;j j^j))). Par ailleurs, comme dimA^^ = 2, nous avons aussi /îmax(i^ ) = 

'il-aiax{t aS) ^ '^V-i^A^)- Nous évaluons les différentes pentes par le lemme 13.71 En particulier 
max(^(t(^^_^»„-,), Ai(i(E,,Li))) = W(EuL^)) = -KEi) + (1/2) log tt et 2'îl(tX^) ^ -h{A^) - 
(1/2) logli*'(ylij, L) +log7r. Nous obtenons donc 

îlraUt\J < HA^) - h{E,) + - log ^^1^. 

On conclut alors avec degj^ A^: — 2nA, h{A^) — h{Ei) + h(E2) (d'après l'assertion (2) du 
théorèmeEH) et h{E2) < h{Ei) + (1/2) log A. □ 

Avec max(1000, /imax(i^^ )) < H + log A + ^ log ^ et quelques calculs numériques nous aboutis- 
sons à 

/ 1 \ ^1/2 1 o 

VÂ < 17781) 2 - — (i/ + - logiï + - logn + 21og A + 2, 4). 

\ 2n J 2 2 

Si n = 1 ceci s'écrit 

(18) VÂ< 1778£iy^(iï + ilogi/ + 21ogA + 2,4). 

Voyons que cette formule vaut aussi si n > 2. Dans ce cas, on majore n < jr^ < + 1/4 < 
(l,92iï)2 + 1/4 < AH"^ donc 



VÂ< 1778Dy^(iJ + 3,51ogiî + 21ogA + 4,5). 



Avec H > 1000 on a 3, 5 log + 4, 5 < 0, 03iJ et l'estimation 1, 03^4/7 < ^2/3 montre que (HH) 
est encore valable (largement). 

Nous utiliserons ()18p plus bas. Ici nous pouvons encore simplifier cette forme brute. Toujours avec 
H > 1000 nous écrivons 0, 51ogiî+2, 4 < 0, 0067Î et donc, en employant 1, 006 x 1778^/2/3 < 1461, 
nous trouvons 

y/Â < U61D{H + 2 log A). 

Ceci entraîne à son tour 

VÂ< 1545D{H + 4:\ogD). 
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En effet, c'est clair si %/Â < 1, 545.10'^i:>. Sinon 

Va 2 iog(i, 545.10*^) \/â .Va 

log A = 2 log + 2 log ^ < 2 log D + ^ < 2 log D + 1 , 85 . lO"^ ^ 

et l'on conclut par 1461/(1 - 1461 X 3,7.10"^) < 1545. Maintenant nous pouvons encore utiliser 
iî + 41ogD < l,02(ff + 41ogi:> - 19) et éventuellement iî + 41ogi:) - 19 < 1000 niax(/i(£'i) - 
1, log(-D/2), 1) et, comme 1545 X 1,02 < (2,5 x 10^)l/^ nous aboutissons à 

A < 2,5 X 10^i:i2(iï + 41ogi:i - 19)^ 

ou 

A < 2, 5 X 10i2£)2 (^h{Ei) ~ 1, log y, 1 

Ceci donne (dans le cas sans multiplications complexes et sans place réelle) les deux premières 
assertions du théorème 1 1 .41 avec h{Ei) — 1 < hp{Ei) et Z? < 2[A; : Q] (théorème 17.5p . 



7.4. Cas CM. Soient Ei et E2 deux courbes elliptiques à multiplications complexes isogènes. 
On les suppose définies sur un corps de nombres k, on choisit un plongement (Tq de k dans C. 
On considère les extensions à C via (Tq de Ei et E2 et uji, L02 des périodes minimales. On forme 
A — El X E2 et uj = (wi,W2) et l'on s'intéresse à A^:- Comme plus haut A^ est définie sur une 
extension k' de k munie d'un plongement CTq étendant ctq. Ici on a [fc' ; fc] < 12 par la proDOsition l7.3l 
Soient Ai = cardA^ n {0} x E2 et A2 = cardA^ n i?i x {0}. 

Lemme 7.7. La variété abélienne A^^ est de dimension 1 et Ai et A2 sont finis. 

Démonstration. Il suffit de vérifier que A^ n'est ni {0}, ni Ei x {0}, ni {0} x i?2, ni Ei x E2. Les 
trois premières ne contiennent pas lu dans leur espace tangent. Si : -Ei — > -E2 est une isogénie 
alors àLp{Vti) C 0,2 et donc End(£'2) • àLp{uji) C 0,2 est de conoyau fini donc il existe G N \ {0} 
avec NÇI2 C End(£'2) •d(/9(a;i) donc il existe ip & End(i?2) tel que Nuj2 = dijodip{uJi) ce qui montre 
A^ c {(Pi, F2) eEixE2\^Po ipiPi) = [N]P2} ^Eix E2. □ 

Lemme 7.8. Il existe des isogénies A^^ ^ Ei, A^ ^ E2 et Ei ^ E2 de degrés respectifs Ai, A2 
et A1A2. 

Démonstration. La projection Pi\a^ '■ A^ E\ est de degré Ai et V\\À2 aussi (voir lemme WÂ\ . Il 
en va de même pour A^ ^ E2 puis l'on compose. □ 

Nous nous intéressons à p(i^AV)a[^TiJ^V)a'^ où est la polarisation principale sur la courbe 
elliptique A^^. Par définition lo e r2(^ ) , . Évaluons „i . Comme L®^^ = PÎ^i (011 L\ est la 

polarisation principale sur E\) on a 

II'^IIL,^,', = ^ll'^llpîLi,^;, = ^l|dpi(w)|li^^^/ = ^ll'^i|lii,<To- 
De la même façon, on a aussi ||w||^ ^, = 3^||'^2|li2 ^o' suite, on a 

p((v4„),^, (L„),j)2 < i-p((iJi),^, (ii),j2 ^ :Lp[^E2).„,{L2),,:i'. 
Comme 1/ > \/3/2 sur une courbe elliptique (remarque 13.3p . nous trouvons 

p{{A^),.^,{L^),.f < ^ 

v3max(Ai,A2) 

et donc, en posant D — [k' : Q] et S — max(Ai, A2)/I?, 

1 // < \ ,r\ ^ V^S 



Notons H — niax(l, /i(i?i) + (1/2) log(L'/127r)) et montrons que 6 < \/233H. Pour cela, on peut 
supposer 5 > -\/233 et l'on sait alors par la proposition 13.21 appliquée avec que 

7r%/3(5/2 < 3 log( V3(5/2) + 6h{A^) + 8, 66. 
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Ici on a h{Aui) < h{Ei) + (1/2) log Ai en utilisant l'isogénie entre A^^ et Ei (voir lemme FTÏÏ)) . Par 
suite il vient 

^^-5 < 3 log + 6H + 19, 55 < 6 log J + 25, 12iî. 

L'inégalité ô < ^/233H s'obtient alors en remarquant que log (5 < ((log -\/233)/-\/233)(5 et 

25,12 




On en déduit A1A2 < D^ô^ < 233D^H^ et nous avons donc bien prouvé qu'il existe une isogénie 
entre Ei et E2 de degré au plus 



233[fc' : QY max 1, /if(£^i) + 7: log 



2 



2 ° 12 

Avec [k' : Q] < 12[fc : Q] et 233 x 144 < 3,4 x 10"*, ceci montre l'assertion du théorème [Ol dans le 
cas avec multiplications complexes. 

7.5. Cas non CM avec une place réelle. Soit k un corps de nombres qui possède au moins 
une place réelle. On note tJo : A: ^ C un plongement complexe induit par cette place. Soient 
El et E2 deux courbes elliptiques sans multiplications complexes, définies sur k et isogènes. Pour 
chaque j £ {1,2} le réseau des périodes de {Ej)ag est de la forme := Zojj © '^TjUJj avec tj 
élément du domaine fondamental de Siegel (on notera yj sa partie imaginaire). Le caractère réel 
de la place attachée à cto se traduit par l'égalité {Ej)cr„ — {Ej)-^^ = {Ej)^^, et en particulier 
les réseaux des périodes sont identiques. Soit fj : {Ej)a-g — > {Ej)cro l'application de conjugaison 
complexe du 12.61 D'après la proposition 12. 2[ la base (dfj (wj), df^ (tjWj)) est une base minimale 
de flj. Par antilinéarité, on a dfj^Tjtjj) = TJdfj^ujj). Ainsi tJ et tj sont conjugués par SL2(Z). 
En utilisant que Tj appartient au domaine fondamental, on trouve |Re(Tj)| G {0, 1/2} et le réseau 
Çl'j := Zluj © Z{2TjUjj) = Zujj © Z{2iyjLUj) est un sous-réseau de flj d'indice 2. Ainsi, en considérant 
une isogénie cp : Ei E2, on a l'inclusion 2d(p{Çl[) C 2d(p{ili) C 2ÇÏ2 C il'2 qui entraîne l'existence 
d'entiers a,b tels que 

(19) dtp{uji) = au}2/2 + biy2UJ2. 

Le fait que 4iyid(p{uji) appartienne aussi à fl2 se traduit par les conditions 46î/iy2 ë Z et ayiy2^ G 
Z, qui induisent par produit ^aby^ G Z. Or l'on ne peut avoir 2/1 G Q car sinon ri serait quadratique 
et la courbe Ei aurait de la multiplication complexe. Ainsi, on a nécessairement 06 = et la 
relation (ITÏÏ|) montre que, pour au moins une période uj dans l'ensemble {{101,102), (wi, 2iy2i02)}, la 
sous- variété abélienne de A = Ei x E2 est de dimension 1. Par un raisonnement similaire en 
permutant Ql^ et Vl'2, on peut remplacer (wi, 2îy2'^2) dans cette paire par {2iyiUJi,uj2)- Pour une 
période w idoine, la courbe elliptique A^^ est définie sur une extension k' de k de degré D — [k' : 
Q] ^ 2[fc : Q] (théorème 17. 5|) et l'on note ctq un plongement complexe de k' prolongeant (Tq. Posons 
Al = cardia; H {0} x E2 et A2 = card (lEi x {0}. Comme dans le cas CM, nous disposons des 
lemmes ÏÏ~7\ f choix de w) et 17.81 (démonstration inchangée). L'obtention d'une borne pour le degré 
minimal d'isogénie A repose alors sur une majoration du produit A1A2 à partir de notre lemme 
matriciel pour les courbes elliptiques, analogue au cas CM. Pour l'analyse, nous allons distinguer 
deux cas selon la valeur prise par dim Aj-^^^ ^^2)■ 
7.5.1. Premier cas : dimA(;^j^,) = 1. C'est le cas le plus simple. Il suffit de reprendre la 
démonstration du cas CM (qui suit le lemme IT^ÏÏ]) . avec (cji , 012), en changeant le 12 au dénominateur 
dans la définition de H par 2 (car D = [k' : Q] < 2[k : Q]). La constante 19, 55 peut être remplacée 
par 14, 18, la valeur 25, 12 par 19, 75 et 233 par 167. On trouve alors A1A2 < 167 D^H^. Dans ce 
cas, on a 

/ 1 ^ ^ 

A < 668[fc : Q]2 max f 1, hpiEi) + - \og[k : Q] 

< 1503[fc : Q]2max(l,/iF(£^i),log[fc : Q])^ 

7.5.2. Deuxième cas : dimyl.(^j ^j^) = 2- Nous avons vu que si w G {{i-oi, 2iy2i02), (2iî/iwi, CJ2)} alors 
dim^ij = 1. Étudions les deux possibilités. 
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• u) = (cji, 212/2^2)- On a 

Soient 5 = Aiyi/L» = A2/(4i:'î/2) et 

H' := max ^1, /ifI^^i), log y 

Nous allons montrer que 5 < 12, 31iï', ce qui permettra d'obtenir une première majoration de 
A1A2 car A1A2 = {2D6)'^y2/yi- On peut supposer S > 12,31. Considérons T,^ la moyenne des 
p{{Auj)rT, {Luj)a)~^- On dispose de l'inégalité > 6, qui découle du calcul de la norme de w en la 
place (Tq. Grâce à la proposition 13.21 et à l'isogénie entre A^^ et Ei de degré Ai (voir lemme FTS]) . 
qui donne h{Ai^) < h{Ei) + (l/2)logAi, on a 

(20) 7r(5 < 31og(5 + 6/i(£;i) +31ogAi +8,66. 

En observant que Al < {2/VÏ)DÔ (car yi > \/3/2) et en se rappelant que hp[Ei) = h{Ei) — 
(log tt) /2, on en déduit vr^ < 6 log 5 + 23, 61iî'. Comme 5 > 12, 31 on a log 5 < (log(12, 31)/12, 31)^ 
puis 

23,61iî' 

^ < , n9.n < 12,31ff', 

- - fi X '°S(^^-^^) ~ 

TT D X ^2,31 

qui est le résultat voulu. On en déduit 

(21) a/Â< VA1A2 < 2A,62DH\ —. 

V yi 

• uj = {2iyiUJi,i02). On a 

p((A.k,(i.kr<IMlU = ^ = ^. 

Soient 5' = Ai/(4i:)yi) = A2y2/D, H' = ma.x{l,hFiEi),\og{D/2)) et T„ comme ci-dessus. 
Nous allons montrer que ô' < 18, 19H' en procédant comme dans le cas précédent. On part de 
l'inégalité (|20l) qui reste valide ici avec S' (que l'on peut supposer > 18, 19). On majore Ai = AyiDS' 
par 25, 8D^ max (1, h{Ei))ô' grâce à la Droposition l3.2l et à la remaraue l3.3l En remplaçant dans ((2(1)) 
et en utilisant log a < a — l pour a > 0, on déduit alors 

ttS' < 6\ogS' + 6logD + 6h{Ei) + 3infix{l,h{Ei)) + 15,42. 

En distinguant les cas h{Ei) < 1 et h{Ei) > 1, cette majoration implique ttS' < 6 log (î' + 39, 74iï'. 
Comme ô' > 18, 19 on a log 5' < (log(18, 19)/18, 19)6' puis 

39 74H' 

5' < ' , < 18, 19H'. 

f. log(1849) 
T^-^^ 18,19 

On a alors 

Va < V/A1A2 < 36, 38DH\ 1^. 

V 2/2 

Pour conclure, on multiplie cette inégalité par ([2T|) : 

A < 895,7 X [fc' : QJ^max ^1, /if(-Ei), log ^^-^ 

et l'on utilise [k' : Q] < 2[fc : Q] et 895, 7x4 < 3583. Ceci termine la démonstration du théorème ll.4l 

7.6. Hauteur et invariant modulaire. Le lemme suivant se trouve dans ^Si^ sans explicitation 
de la constante. C'est aussi une version plus fine de l'une des inégalités de l'encadrement (51) de 

Lemme 7.9. Pour toute courbe elliptique E d'invariant j nous avons 

h{E) < l/^(J)+2,95. 
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Démonstration. Les deux membres sont invariants par extension de corps, donc nous pouvons 
supposer E/k semi-stable. Si nous appliquons la formule (10) donnée par Silverman [Si] dans le 
cas semi-stable, nous avons : 

Hj) = Jk~Q] l^fc/Q^s/fel + I^T-qJ Y1 logmax(l, |j(T<,)|) 

où nous notons l'élément du domaine fondamental de Siegel correspondant à (et dans le 
premier terme apparaît la norme du discriminant minimal de E/k). Par ailleurs, en posant y„ = 
ImTcr, la proposition 1.1 de [Si] fournit 

= Î2ÏFrQll°s|A^./QA./.| - E^log(|A(..)|,^). 

En combinant et en rappelant que hpiE) = h{E) — (1/2) logTr, nous avons 

/i(£;)-^Mj) = ^log^-Y2ÎFrQl ^ log(max(l,b-(r.)|)|A(r,)|2/6). 

D'après l'estimation située au bas de la page 256 de ,Si;, nous pouvons écrire 

|A(r^)| > e-i/^-27ry„^27r)-i2. 

Par ailleurs Faisant et Philibert donnent la minoration |j(Tcr)| > e^'^'^" — 1193 (lemmc 1, (iii) 
de |FP21 p. 187] ; la preuve est dans le texte |FP1[ (3) p. 2.6]). Par suite, nous avons 

U„ = max(l, \j{t,)\)\^{tM > max(l,e2-2'' - l\'èi)e-^'^-^^y' {2^)-^^yl 

> e-i/^(27r)-iV(2/.) 

oii / est la fonction donnée par 

f{y) = max(y«e-2-^/(i _ 1193^-2.^))^ 

Une rapide étude de fonction montre que / est croissante sur [■\/3/2, 3/tt] et sur [(log 1194)/27r, +oo[ 
tandis qu'elle est décroissante sur [3/7r, (log 1194)/27r]. Comme de plus le calcul montre que 
/((log 1194)/27r) < fiVÏ/2) nous avons pour tout y > V3/2 la minoration f{y) > /((log 1194)/27r) 
et donc pour tout a la quantité 17^ est minorée par 1/ B où B est la constante 

27: V 

loe 



5 = 1194 ] e^/^2TTY 

^ '-5(1194) J ^ ' 



En revenant au calcul de hauteur nous avons 

h{E)^^h{j) < ilog7r+^logiî<2,95 
après estimation numérique. □ 



7.7. Cas non CM : application. Nous démontrons le corollaire ll.51 Soient p et E comme dans 
l'énoncé. Nous raisonnons par l'absurde en supposant que l'image de la représentation galoisienne 
est contenue dans le normalisateur d'un sous-groupe de Cartan déployé. Ceci entraîne notamment 
que l'invariant modulaire j de E est entier : j g Z (voir jBiPa[ appendice]). Alors le théorème 2.1 
de [BPR] (version explicite du résultat principal de [BiPap montre 

loglil <2^^+61ogp + 21.^i^i^. 

De plus, dans la partie 5 de [BiPaj (voir aussi la partie 3 de jBPRj ). on construit deux courbes 
El et E2 de sorte que d'une part E et Ei sont reliées par une isogénie de degré p donc h{Ei) < 
h{E) + (1/2) logp et d'autre part Ei et E2 sont rehées par une isogénie cyclique de degré p^ . Ceci 
fait que dans les notations des paragraphes 17.21 et 17. 3| on a a/Â = p (nos courbes sont toutes 
sans multiplications complexes comme E) . En outre la construction montre que Ei et E2 ainsi que 
l'isogénie cyclique sont définies sur un corps k quadratique. Ceci assure que toutes les isogénies 
entre Ei et E2 sont définies sur k et donc il en va de même de A^^. Par suite k' = k et D — 2. Si k 
est imaginaire, nous avons d'après la majoration psp (qui suit le lemme [775]) 

P < 2A/|l778(iî + 41ogp + 0,51ogiJ + 2,4) 
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OÙ H — max(/i(i?i), 10'^) < ma,x{h{E) + (1/2) logp, 10'^). Dans le cas réel, cette estimation est 
très largement vraie (le théorème 11.41 montre p < 2v3583iî). En combinant le lemme [77^ et la 
majoration de log |j| = h{j) donnée ci-dessus, nous trouvons 

H < max 1000, -J^ + logp + \ ^L.' + 2, 95 
V 6 Ayfp 

puis 

P < 2y^l778 (max (^1000, ^ VP + ^^gp + "^^^J^ + 2, 95^ + 4 logp + 2,4 

+ 0,51ogmaxfl000,^v^ + logp+^%^ + 2,95 

Si l'on divise par p de chaque côté on obtient une majoration de la forme 1 < f{p) pour une 
fonction / décroissante sur [l,+cx)[. Le calcul montre que /(3 094 028) < 1 < /(3 094 027) et nous 
en déduisons que l'on a p < 3 094 027. 



8. Appendice 

L'objectif de cet appendice est de démontrer le théorème de Bost utilisé dans le travail d'Autis- 
sier |Auj . Il est énoncé dans les notes |Bo3[ p. 5] et repris dans [Gr, p. 100] (voir l'inégalité (13) et 
la dernière égalité de la page où l'on corrige l'exposant g /A en 1/4) mais aucune démonstration ne 
semble avoir été publiée à ce jour. 

Soit donc une variété abélienne A définie sur un corps de nombres k et munie d'une polarisation 
principale L. Pour tout plongement cr: fc ^ C, la variété abélienne complexe Aa- obtenue par 
extension des scalaires est principalement polarisée et donc isomorphe à un unique C^/(Z^ + Ta'Z^) 
avec dans le domaine fondamental de Siegel. 

Notons î/ct :— ImT^.. Soit : C^* — > C définie par, si z = r^p + q E avec p,q € R^, 

F<,(2;) = det(2y„)^/* ^ exp (i7r'(n + p)r„(n +Î3) + 2i7r'ng) . 

Le théorème de Bost s'écrit alors sous la forme suivante. 
Théorème 8.1. Soit a := -{h{A) + (.g/2) log(27r))/2. On a 

a< r, y" / log\F^{T^p + q)\dpdq. 

Nous commençons par quelques propriétés de la fonction Fa-. Elles font intervenir la donnée 
d'Appell-Humbert {Ha,Xa) sur Cf/Z» + t^Z^ définie par 

i/,(z, z') = 'zy-\' et x{Tam + n) = (-1)'™" 
oii z,z' £ et m,n £ . 

Lemme 8.2. Soit a un plongement complexe de k. 
(1) Nous avons 



[ \Fa{TaP + q)\^dpdq^l. 

JfR9/Z9)2 



'(R9/Z9)2 

(2) Si nous posons •da{z) — Fa{z) exp((7r/2)*2;î/~-'^z — iiT^pTa-p) pour z = T^p + q avec p,q £ 
alors i9cr : — >■ C est une fonction thêta associée à la donnée dAppell-Humbert (iJo-îXcr)- 

(3) Nous avons \êcr{z)\ = \Fa-{z) \ exp{{Tr /2)Ha-{z, z)) pour tout z G C^. 
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Démonstration. Pour (1), en évaluant li^o-l , l'intégrale à calculer vaut 



det{2ycr)^^^ \^ / gîîr'(n+p)T„(n+p)-iir'(m+p)ï>(m+p) j / e^*'^'*-"^™'''d(7 | dp 



nez» 



R9 /Zs 



= det(2y<,)i/2 / e-^'^'P^-Pdp 

= 1 



(pour démontrer la dernière égalité, on peut remplacer 2ya^ par l'identité via un changement de 
variables linéaire; elle se réduit alors à /p^e~^ dx = ^/tt). Pour (2), un premier calcul donne pour 
z — Tcrp + q et ui = Ta-m + n la relation F^^z + uj) = Fa-{z) exp(— 2i7r*TO(7) oùm^n G TjP et p,q G R^. 
Avec les mêmes notations ceci montre que 'dcr{z+uj)'âcy{z)~^ est l'exponentielle du nombre complexe 

— + uj)y'^^{z + a;) — — i7r'(j) + m)Tcj{p + m) + in^'pT^p — 2i'K*mq. 

Après un calcul élémentaire, cette quantité se transforme en 



Ceci nous fournit la relation 

/ TT 

d„{z + uj) ^ 'dcr{z)Xcr{uj) Bxp [TrHa{uj, z) + -Ha{uj,uj) 

qui montre bien que est une fonction thêta pour le facteur d'automorphie introduit au § 12.51 
(voir aussi |BL[ lemme 3.2.4] pour un résultat semblable). Le caractère holomorphe de da- se lit sur 
la relation 

g-î7rVr<,p ^ gjj.p (^iT^^(^n+ p)T„{n+ p) + 2iTï^nq) = ^ exp (^i-K^nr^n + 2i7r'nz) . 

nëZs nSZs 

Enfin pour (3) il s'agit de voir que le nombre {'K/2Yzy~^z—i'ïï'^pTfjp—{'ïï/2)H„{z, z) est un imaginaire 
pur. On constate alors simplement qu'il vaut iir^pq. □ 

Nous en venons maintenant au lemme-clef en vue de la démonstration du théorème 18 . 1 1 g ui relie 
la hauteur de Néron- Tate aux fonctions Fa-. Pour pouvoir l'exprimer, nous avons besoin de préciser 
le choix d'isomorphisme entre Aa- et C^/Z^ + t„TP . Il est lié à un choix de représentant pour la 
polarisation L. Tout d'abord nous pouvons faire, dans l'énoncé du théorème lS.!) une extension finie 
du corps de base de manière transparente. Pour ne pas alourdir les notations, ici et ci-dessous, nous 
conservons les notations F^, et y^ pour un plongement a d'un sur-corps de A: : il est entendu 
que l'on parle en fait de F^^^ et ainsi de suite. 

Nous profitons de cette liberté pour supposer que L admet sur k un représentant symétrique 
et nous le fixons une fois pour toutes. Nous notons aussi E le diviseur effectif de A associé. Nous 
pouvons alors fixer de manière unique l'isomorphisme entre A^ et C^/Z^ -f t„TP en exigeant que 
L„ corresponde au faisceau inversible symétrique de donnée d'Appell-Humbert (i/jr, Xo) introduite 
plus haut. Pour alléger les notations, nous identifions les variétés abéliennes A„ et C^/Z^ -|- Ta'V . 
En particulier tA„ est identifié à et la fonction t^o- du lemme précédent est une fonction thêta 
associée à L„. 

Lemme 8.3. Soient K une extension finie de k et x G A{K). Notons hL{x) la hauteur de Néron- 
Tate de x relative à L. Pour tout plongement a: K ^ C, considérons un logarithme z„ de x dans 
tA„ '■ X = expy^ (zcr). Supposons que x ne soit pas dans le support du diviseur E associé à L. Alors 
on a 

a<hL{x) + j—— Y. ^og\F,{za)\. 
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Démonstration. Considérons un modèle de Moret-Bailly (^,£,£3;) de [A^L^x) sur une extension 
finie K' de K (voir §Oet [BÔ2l § 4.3]) : 

(i) A — > SpccO/f' est un schéma en groupes lisse, de fibre générique Ak' ^ 

(ii) C est un faisceau inversible hermitien cubiste sur A, de fibre générique Lk' , 

(iii) f-x ■ SpecO/f' — >■ A est une section qui relève x € A{K'). 

Comme dans le paragraphe 16. Il ce modèle confère à l'espace H H'^(ylA'', Lk') une structure de 
fibré hermitien adélique H sur K' . Par hypothèse, une section s (z H\ {0} ne s'annule pas en x et, 
puisque h'^(A, L) — 1, on dispose de la formule 

(dans la somme, v parcourt les places de K'). La pente Il{€%C) est égale à /il (ce) |Bo2[ théorème 
4.10, (ii)] tandis que Il{H) — a (voir Dans la somme, on sépare les places ultramétriques des 
places archimédiennes. Si v est ultramétrique, considérons une base du O^-module libre (de rang 
1) H°(^, £) ®Ojf, Ov {Oy est l'anneau de valuation du complété de K' en la place v). On a alors 

11^(^)11^. Il < ^11 <T 

Si V est archimédienne et si cr: K' ^ C est un plongement complexe associé, la fonction thêta 
'&<y ■ tA„ — > C du lemme 18.21 (2) correspond à un élément ^ H ®„ C avec lequel nous pouvons 
calculer le quotient des normes, en utilisant la relation ^ du S I6.1| puis le lemme[ÏÏ?2] (3) : 

= |^.(;2.)|e-îll^'ll^- - \F.{za)\. 

Le calcul de la norme Uso-I!// 1, se fait en élevant cette dernière formule au carré et en intégrant. On 
trouve donc (lemme (1)) \\sAh.v = 1 P^is l|s(a;)||^ „/||s|l^„ = h.y{x)\\-r^^^ = \F^{z^)\. En 
regroupant toutes ces informations, nous avons la formule voulue car F^i^z^j) ne dépend que de la 
restriction de cr à if . □ 

Démonstration du théorème \8.1\ Soit X un nombre réel. Sur le compact (R^/Z^)^, la fonction 
fx,a définie par fx,crip,q) — max {— X, log |i^(j(TcrP + q)|} est continue (à valeurs réelles). Étant 
donné un entier N > 1, posons In ■— {0, 1, . . . , — 1}^ et, pour i S In, notons pi l'image de i/N 
dans R3/Z^. Alors, pour tout nombre réel e > 0, il existe iVo(X, e) G N tel que, pour tout entier 
N > No{X,e), pour tout plongement a: k ^ C, l'on ait 



Faisons alors la moyenne sur les plongements a : 



fx,aip,q)dpdq. 

(R9/Z9)2 




'x,a{Pi,P3)\ < e + —^-—r E / fx,a{p,q)dpdq. 



Dans le membre de gauche l'on peut librement remplacer k par une extension finie. Nous considérons 
ainsi le corps Kn où sont rationnels tous les points de TV-torsion de A, notés A[N]. Pour x £ A[N] 
et a un plongement de Kn nous notons Ux,a le couple {p, q) correspondant à un logarithme de x 
dans Aa-. Lorsque x parcourt ^[A'^], à a fixé, u^.a parcourt exactement I^. Par suite, nous avons 

E fx^a{ux,a)] < g + r, E / fxM{p,q)dpdq. 

Le lemme [ÏÏ751 montre que, si x e A[N] n'appartient pas au diviseur E, la parenthèse du membre de 
gauche est plus grande que a. Elle est par ailleurs toujours plus grande que ~X. Notre membre de 
gauche est donc supérieur à a{l — tN/N'^^) — XtN /N'^^ oùtN = ca.rd{A[N]nE). Par le théorème de 
Raynaud (ex- conjecture de Manin-Mumford, voir [Rai] ]) les points de torsion de E sont contenus 
dans un nombre fini de translatés de sous-variétés abéliennes strictes de A. Comme dans chaque 
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tel translaté il y a au plus N"^^ ^ points de iV-torsion, nous avons — 0{N^^ ^). En faisant alors 
tendre N vers l'infini puis e vers 0, on obtient 



Pour chaque a, la suite décroissante {fx.a)xi£'N de fonctions mesurables converge vers {p,q) i— >■ 
log \ F„{t^p + q)\. Par convergence monotone, on a 

lim / fx.a {p, q) àpAq = log | {t„p + q) \ àpàq, 

d'oià le résultat. □ 

Pour conclure, rappelons que ce résultat a permis à Bost de démontrer une minoration uniforme 
de la hauteur d'une variété abélienne (sans hypothèse de polarisation). 

Corollaire 8.4. Pour toute variété abélienne A définie sur un corps de nombres, on a h{A) > 
-(l/2)(dimA) log(27r). 

Démonstration. Dans le cas principalement polarisé, il sufht de voir dans les notations ci-dessus 
a < ou même, par le théorème, 

log IF, I < 0. 



(R9/ZS)2 



Or, par concavité du logarithme, on a 



\og\F,\ = ^ I log|F,p<^log / \F,\^ = 



^ J(R9 



(R9/Z9)2 2j(R^g/2;9)2 ^ J(R9/Z9)2 

par le lemme 18.21 Dans le cas général on applique la minoration à la variété x (A)"* qui est 
principalement polarisée de hauteur 8h(A) et de dimension 8dimA (astuce de Zarhin). □ 

RÉFÉRENCES 

[Au] P. AUTISSIER. Un lemme matriciel effectif. Prcpublication arXiv:1104 . 5644, 7 pages, 2011. 
[Be] D. Bertrand. Duality on tori and multiplicative dependence relations. J. Austral. Math. Soc. Ser. A, 
62(2):198-216, 1997. 

[BePh] D. Bertrand et P. Philippon. Sous-groupes algébriques de groupes algébriques commutatifs. Illinois J. 
Math, 23:263-280, 1988. 

[BiPa] Yu. Bilu et P. Parent. Serre's Uniformity Problem in the Split Cartan Case. Ann. Math. (2), 173{1):569- 
584, 2011. 

[BPR] Yu. BiLU, P. Parent et M. Rebolledo. Rational points on X^{p''). Prépublication arXiv:1104.4641, 16 
pages, 2011. 

[BL] C. BiRKENHAKE et H. Lange. Complex abelian varieties, volume 302 de Grundlehren Der Mathematischen 

Wissenschaften. Springer-Verlag Berlin, 1992. 
[BV] E. BOMBIERI et J. Vaaler. On Siegel's lemma. Invent, math., 73(l):ll-32, 1983. Avec un addendum : ibid. 

75(2) :377, 1984. 

[Bol] J.-B. Bost. Périodes et isogénies des variétés abéliennes sur les corps de nombres (d'après D. Masser et 
G. Wiistholz). Séminaire Bourbaki. Volume 237 A' Astérisque, 115-161. Société Mathématique de France, 
1996. 

[Bo2] J.-B. Bost. Intrinsic lieights of stable varieties and abelian varieties. Duke Math. J., 82(l):21-70, 1996. 
[Bo3] J.-B. Bost. Arakelov geometry of abelian varieties. Conférence on Arithmetical Geometry, volume 96-51, 

Max Planck Institut fiir Mathematik Bonn. Notes manuscrites (6p.). Mars 1996. 
[Bo4] J.-B. BoST. Algebraic leaves of algebraic foliations over number fields. Publ. Math. Inst. Hautes Études Sci, 

93:161-221, 2001. 

[ce] D. Chudnovsky et G. Chudnovsky. Padé approximations and Diophantine geometry. Proc. Nat. Acad. 

Sci. U.S. A., 82:2212-2216, 1985. 
[CW] P. ClJSOUW et M. Waldschmidt. Linear forms and simultaneous approximations. Compos. Math., 34:173- 

197, 1977. 

[Co] P. COLMEZ. Sur la hauteur de Faltings des variétés abéliennes à multiplication complexe. Compositio Math., 
lll(3):359-368, 1998. 

[Dal] S. David. Minorations de formes linéaires de logarithmes elliptiques, volume 62 de Mémoire de la Société 

Mathématique de France. S. M. F., 1995. 
[Da2] S. David. Approximation diophantienne sur les variétés abéliennes. Ecole doctorale de Géométrie diophan- 

tienne. Rennes (France), 15—26 juin 2009. 
[DP] S. David et P. Philippon. Minorations des hauteurs normalisées des sous-variétés de variétés abéliennes. II 

Comment. Math. Helv., 77(4):639-700, 2002. 



38 



ÉRIC GAUDRON ET GAËL RÉMOND 



[FPl] A. Faisant et G. Philibert. Mesure d'approximation pour la fonction modulaire j. Publicatiori de l'Uni- 
versité Pierre et Marie Curie. Exp. 66, n° 2. 54 pages. 1984. 

[FP2] A. Faisant et G. Philibert. Quelques résultats de transcendance lies à l'invariant modulaire j. J, Number 
Theory, 25{2):184-200, 1987. 

[Fa] G. Faltings. Endlichkeitssàtze fiir abelsche Varietàten iiber Zahlkôrpern. Invent. Math. 73(3):349-366, 

1983.— Erratum, ibid. 75(2):381, 1984. 
[Gai] E. Gaudron. Mesures d'indépendance linéaire de logarithmes dans un groupe algébrique commutatif. Invent. 

Math., 162(1):137-188, 2005. 

[Ga2] E. Gaudron. Formes linéaires de logarithmes effectives sur les variétés abéliennes. Ann. Soi. École Norm. 

Sup., 39(5);699-773, 2006. 

[Ga3] E. Gaudron. Pentes des fibrés vectoriels adéliques sur un corps global. Rend. Sem. Mat. Univ. Padova, 
119:21-95, 2008. 

[Ga4] E. Gaudron. Minorations simultanées de formes linéaires de logarithmes de nombres algébriques. Prépu- 
blication hal-00474913. 30 pages. Janvier 2011. 

[Gr] P. GraftieAUX. Formai Groups and Isogeny Theorem. Duke Math. J., 106:81-121, 2001. 

[GL] P. Gritber et C. Lekkerkerker. Geometry of numbers. North-HoUand Mathematical Library 37, Amster- 
dam, 1987. 

[GS] H. Gillet et C. SoulÉ. An arithmctic Ricmann-Roch theorem. Invent. Math., 110(3):473-543, 1992. 
[Ig] J. Igusa. Thêta Functions, volume 194 de Grundlehren der rnathematischen Wissenschaften. Springcr- 
Verlag, 1972. 

[Mar] J. Martinet. Perfect lattices in Euclidean spaces, volume 327 de Grundlehren der rnathematischen Wis- 
senschaften. Springer-Verlag, 2003. 

[Mas] D. Masser. Small values of heights on familles of abelian varieties. Diophantine approximation and trans- 
cendence theory (Bonn, 1985^, Lecture Notes in Math. 1290, 109-148, 1987. 

[MWl] D. Masser et G. Wustholz. Estimating isogcnics on cUiptic curvcs. Invent. Math., 100(1):1-24,1990. 
[MW2] D. Masser et G. Wustholz. Periods and minimal abelian subvarieties. Ann. of Math., 137(2):407-458, 
1993. 

[Mu] D. MuMFORD. Abelian varieties. Tata Institute of Fundamental Research Studics in Mathcmatics, No. 5. 
Bombay, 1970. 

[Na] M. Nakamaye. Multiplicity estimâtes on commutative algebraic groups. J. Reine Angew. Math., 607:217- 
235, 2007. 

[Pel] F. Pellarin. The isogeny theorem and the irreducibility theorem for elliptic curves : a survey. Number 

theory, II (Rome, 1995). Rend. Sem. Mat. Univ. Politec. Torino, 53:389-404, 1995. 
[Pe2] F. Pellarin. Sur une majoration explicite pour un degré d'isogénie liant deux courbes elliptiques. Acta 

Arith., 100(3):203-243, 2001. 
[PW] P. Philippon et M. Waldschmidt. Formes linéaires de logarithmes sur les groupes algébriques commutatifs. 

Illinois J. Math., 32(2):281-314, 1988. 
[Ral] M. Raynaud. Sous-variétés d'une variété abélienne et points de torsion. Arithmetic and geometry, Vol. I. 

Progr. Math. 35, p. 327-352. Birkhàuser. Boston, 1983. 
[Ra2] M. Raynaud. Hauteurs et isogénies. Séminaire sur les pinceaux arithmétiques : La conjecture de Mordell, 

Exposé VII, Astérisque 127, Société Mathématique de France. Ed. par L. Szpiro, 1985. 
[Sel] J.-P. Serre. Lie algebras and Lie groups. Cours donnés à l'université de Harvard (1964), W. A. Benjamin, 

Inc., New York-Amsterdam, 1965. 
[Se2] J.-P. Serre. Propriétés galoisiennes des points d'ordre fini des courbes elliptiques. Invent. Math., 15(4):259- 

.331, 1972. 

[Si] J. Silverman. Heights and elliptic curvcs. Arithmetic geometry (Storrs, Conn., 1984), G. Cornell et J. Sil- 

verman (Éds), 253-265. Springer-Verlag N. Y., 1986. 
[Via] E. Viada. Slopes and abelian subvariety theorem. J. Number Theory, 112(1):67-115, 2005. 
[Vil] E. Villani. Mesures d'indépendance linéaire simultanées sur les périodes d'intégrales abéliennes. Thèse de 

doctorat de l'université Paris 6, sous la direction de D. Bertrand, tel-00011233. Décembre 2005. 



